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duire ou  de  le  faire  traduire  en  toutes  langues.  Ils  poursuivront,  en 
vertu  des  Lois ,  Décrets  et  Traités  internationaux ,  toutes  contrefaçons , 
soit  du  texte,  soit  des  gravures,  ou  toutes  traductions  faites  au  mépris  de 
leurs  droits. 

Le  dépôt  légal  de  cet  ouvrage  a  été  fait  à  Paris  dans  le  cours  du  moi» 
d'Octobre  f8'>7,  et  toutes  les  formalités  prescrites  par  les  Traités  sont 
remplies  dans  les  divers  États  avec  lesquels  la  Finance  a  conclu  des  conven- 
tions littéraires. 


Tout  exemplaire  du  présent  Ouviage  qui  ne  porterait  pas,  comme  ci- 
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INTRODUCTION. 


Les  expressions  qui  entrent  dans  le  titre  du  présent  ouvrage 
sont  parfaitement  connues  des  personnes  qui  s'occupent  de 
géométrie  moderne  ^  elles  ne  le  sont  pas  autant  de  beaucoup 
d'autres  qui  ne  savent  de  géométrie  que  ce  que  l'on  exige  pour 
entrer  aux  écoles  du  gouvernement  et  même  pour  en  sortir. 
C'est  à  celles-ci  que  je  m'adresse  en  développant  dans  cette  in- 
troduction les  réponses  aux  trois  questions  suivantes  : 

Qu'est-ce  que  la  théorie  des  polaires  réciproques? 
Qu'est-ce  qu'une  propriété  métrique? 
Qu'est-ce  qu'une  transformation  ? 

Considérons  une  circonférence  o  et  un  point  quelconque  a 
dans  son  plan,  par  ce  point  menons  une  sécante  arbitraire  M 
qui  coupe  la  circonférence  o  aux  points  c  et  r/,  de  ces  points 
menons  les  tangentes  C  et  D;  le  lieu  décrit  par  le  point  m, 
intersection  de  ces  tangentes ,  lorsque  la  sécante  tourne  autour 
du  point  a,  est  une  droite  A  perpendiculaire  sur  oa.  Le*point 
a  est  appelé  pôle  et  la  droite  A  est  sa  polaire. 

Lorsque  le  point  a  est  extérieur  à  la  circonférence  o,  sa 
polaire  se  confond  avec  la  corde  de  contact  des  tangentes  me- 
nées par  le  point  a  à  cette  circonférence.  D'après  cela  m  est  le 
pôle  de  M,  et  Ton  peut  dire  que  : 

Les  pôles  de  toutes  les  droites  gui  passent  par  un  point 
sont  sur  la  polaire  de  ce  point. 

La  réciproque  de  ce  théorème  est  vraie  ,  on  l'énonce  ainsi  : 

Les  polaires  de  tous  les  points  d'une  droite  passent  par  le 
pôle  de  cette  droite . 


II  est  important  de  se  familiariser  avec  ces  deux  énonces 
dont  on  fait  constamment  nsagc,  ils  forment  la  base  de  la 
théorie  des  pôles  et  polaires . 

Soient  A,  B,  C,  D,  les  lignes  d'une  figure  donnée,  m  le 
point  de  rencontre  de  A  et  de  B,  w  le  point  de  rencontre  de 
B  et  de  C,  /;,  etc.^  cherchant  par  rapport  à  une  circonférence 
o  les  pôles  et  les  polaires  des  lignes  et  des  points  de  cette  figure , 
nous  obtenons  une  nouvelle  figure  dont  les  lignes  M,  N,  P, 
polaires  des  points  m ,  « ,  /j> ,  passent  par  les  points  a,  b,  c 
pôles  des  lignes  de  la  première. 

Cette  deuxième  figure  est  telle,  que  si  l'on  cherche  par  rap- 
port à  la  circonférence  o  les  pôles  et  les  polaires  de  ses  lignes 
et  de  ses  points,  on  retrouvera  la  première  figure. 

S'il  se  trouve  une  ligne  courbe  dans  la  première  figure,  il 
lui  correspond  dans  la  seconde  une  courbe ,  qui  est  à  la  fois 
l'enveloppe  des  polaires  des  points  de  la  première  et  le  lieu 
des  pôles  des  tangentes  de  cette  première  courbe.  Cette 
deuxième  courbe  conduit  à  la  première,  lorsque  l'on  cherche 
par  rapport  à  la  même  circonférence  o  l'enveloppe  des  polaires 
de  ses  points  ou  le  lieu  des  pôles  de  ses  tangentes. 

Lorsque  deux  figures  jouissent  de  cette  réciprocité,  elles 
sont  dites  polaires  j'éciproques. 

Cette  expression  a  été  introduite  par  M.  Poncelet,  auteur 
de  la  Théorie  des  polaires  réciproques. 

On  dit  aussi  que  la  deuxième  figure  est  la  transformée  de  la 
première  par  rapport  à  la  circonférence  o.  Cette  circonférence 
porte  le  nom  de  courbe  directrice  ou  de  cercle  directeur. 

La  courbe  directrice  n'est  pas  nécessairement  une  circonfé- 
rence de  cercle  (*)^  nous  avons  adopté  cette  courbe  parce 
qu'elle  présente  des  avantages  pour  la  transformation  des  pro- 


(*)  Lorsque  la  courbe  directrice  est  une  courbe  quelconque  du  second  d^ré, 
la  polaire  d'un  point,  telle  que  nous  l'avons  définie,  est  aussi  une  droite. 

Lorsque  la  courbe  directrice  est  d'un  degré  supérieur  au  second ,  on  considère 
les  polaires  de  divers  ordres  dont  nous  n'avons  pas  k  nous  occuper  ici. 


(    V,l) 

priétés  des  figures ,  comme  nous   le  ferons  bieu tôt  remarquer. 
On  partage  les  propriétés  des  figures  en  deux  classes  : 
Les  propriétés  descriptwes  et  les  propriétés  métriques. 
Dans  les  propriétés  descriptwes  ou  de  situation ,  on  ne  tient 

compte  que  de  la  position  des  lignes ,  indépendamment  de  toute 

grandeur.  Un  exenople  suffit  pour  faire  comprendre  la  nature 

de  ces  propriétés. 

Deux  triangles  quelconques  étant  tellement  disposés  sur 
un  plan ,  que  leurs  sommets  respectifs  s'appuient  deux  à  deux 
sur  trois  droites  convergeant  en  un  même  point,  les  côtés 
opposés  aux  sommets  qui  se  correspondent  iront  concourir 
dans  le  même  ordre  en  trois  points  situés  en  ligne  droite. 

(  Traité  des  propriétés  projectives  des  figures,  n°  168.) 

Dans  les  propriétés  métriques  on  tient  compte  des  gran- 
deurs. Les  propriétés  métriques  relatives  aux  angles  portent 
aussi  le  nom  de  propriétés  angulaires. 

On  peut  distinguer  dans  les  propriétés  métriques,  celles  qui 
s'expriment  par 

Une  relation  métrique  d'angles^ 

Une  relation  trigonométrique^ 

Une  relation  métrique  d'étendue. 

(Etendue  en  longueur,  en  aire  ou  en  volume.) 

Ces  distinctions  n'ont  rien  d'absolu,  puisque  l'on  peut 
souvent  passer  de  l'une  à  l'autre  de  ces  relations.  Voici  à  ce 
sujet  quelques  remarques  qui  nous  seront  utiles  : 

Une  relation  métrique  d'angles  peut  toujours  se  transformer 
en  relation  de  lignes  trigonométriques,  et  celle-ci  peut  toujours 
se  transformer  en  relation  métrique  de  distances. 

Il  n'est  pas  aussi  simple  de  transformer  une  relation  mé- 
trique de  distances  en  relation  de  lignes  trigonométriques ,  et 
il  est  très-souvent  impossible  de  transformer  une  relation  de 
lignes  trigonométriques  en  relation  métrique  d'angles. 

Effectuons  quel(|ues  transformations  : 


(  ^lïl  ) 

Dans  un  triangle  la  somme  des  angles  égale  deux  droits, 
edf  étant  le  triangle  donné,  cette  propriété  s'exprime  par  la 
relation  métrique  d'angles 

e  -hd-h/=:1^^ 
d'oll  la  relation  de  lignes  trigonométriques. 

siny=  sin(e  -h  d). 
En  développant,  il  vient 

sin^zz:  sin  e  cos  d  -{-  sind  ces  e  ; 
élevant  au  carré, 

siny=  sinV  cos^d  -f-  sin'rfcosV  -h  2  sin  ^  sine?  cos  e  cos  c?; 
remplaçant  cos'^,  cos'e  par  i  — sin' J,  i  —  sin'e^  il  vient 
sin^y=  sin'e  -+-  sinW  +  2  sin^  sin^  (cos^  cosd  —  sine  sine?). 

Mais 

C0S6'  cos 6?  —  sin <?  sin  d  =  cos  (e  ■-\-  d)  =  —  cos/; 

"  on  a  donc 

siny=  sin^e  4-  sin^^  —  2  sine  sine? cos/*. 

Ainsi  on  a  transformé  la  relation  métrique  d'angles  en  rela- 
tion de  lignes  Irigonométriques ^  celle-ci  peut  s'écrire 

sin^e        sin'^  sin^*    sine?         - 

I   =  -^-r>  H-  -r—-^  —  2  -:—  .  -: >COS/; 

siny       siny  sm/    sm/ 

d'où 

ed^        ed}  ed     ed 

que  l'on  peut  écrire 

ed-"  =  dp  -h/e^  —  2  df.fe  QK^sf-, 

et  en    remplaçant   cos/  par    des  lignes,    on  a  le    théorème 
connu  de  géométrie  élémentaire. 


(ix) 
Ainsi  nous  avons  transformé  la  relation  métrique  d'angles 
en  relation  métrique  de  distances. 

Reprenons  la  relation  de  lignes  irigonométriques 

siny=:  sine  cos^  4-  sïndcose. 

Abaissons  du  point  /  la  perpendiculaire y%  sure^^  celte  rela- 
tion peut  s'écrire 

sin/=  -Ç-  sin  (90°  —  ^)  -f-  "^  sin  (90°  —  e) 

ou 

fe  .fd%\uf=fh  .//sin  (90"  —  d)  -\-fli  .fe  sin  (90"  —  6-)  i 

d'où  l'identité 

aire  dje  =  aire  dfh  +  aire  hfe, 

et  nous  obtenons  ainsi  une  relation  métrique  d'aires. 
Pour  second  exemple  prenons  le  théorème  suivant  : 
o  est  le  centre  d'une  circonférence  quelconque,  a  un  point 
fixe  dans  son  plan^  par  ce  point  menons  une  sécante  quel- 
conque qui  coupe  la  circonférence  aux  points  c  et  dj  en  joi' 
gnant  ces  points  aux  extrémités  e  et  f  du  diamètre  qui  passe 
en  a,  on  obtient  deux  triangles  dfc,  dec,  dont  le  rapport 
des  aires  est  constant. 

La  relation  presque  évidente 

dfc 


peut  s'écrire 


=  constante 
dec 


fcy:fdsmdfc 

—  coDstante  ; 


ffcX  edhmdec 

d'où  la  relation  métrique  de  distances 

fcXfd 
ec  X  tid 
Mais 


=  constante. 


A  ^  /d 

~  =  lang/^c ,  —  =  VAiï^/ed  \ 


on  a  donc  la  relation  de  lignes  irigonomélriques 

tan^/ce  X  tangue?  =  constante, 
que  l'on  peut  écrire 

tang  I  aoc  tang  7  aod  =::=  constante. 

[Traité  de  Géométrie  supérieure ,  n"  700.) 

Ces  deux  exemples  suffisent  pour  faire  comprendre  les  diffé- 
rents genres  de  relations  métriques  et  leur  transformation  les 
unes  dans  les  autres. 

Occupons-nous  maintenant  de  la  transformation  des  pro- 
priétés des  figures  à  l'aide  de  la  théorie  des  polaires  réciproques. 

On  transforme  très-simplement  par  rapport  à  une  circon- 
férence les  propriétés  descriptives  des  figures  planes  :  il  n'est 
même  pas  nécessaire  de  les  représenter  par  une  figure;  on 
trouve  le  résultat  de  la  transformation  en  changeant  dans 
l'énoncé  les  mots  points  et  lignes  en  lignes  et  points.  Si  l'on 
opère  ainsi  sur  la  propriété  descriptive  que  nous  avons  énoncée 
pour  exemple ,  on  trouve  la  réciproque  de  cette  propriété. 

Voici  les  deux  énoncés  que  je  place  l'un  en  regard  de  l'autre 
pour  rendre  facile  leur  comparaison  : 

Quand  deux  triangles  ont 
leurs  sommets  deux  à  deux  sur 
trois  droites  concourantes  en  un 
même  point,  leurs  côtés  se  ren- 
contrent deux  à  deux  en  trois 
points  situés  en  ligne  droite. 


Quand  deux  triangles  sont 
tels,  que  leurs  côtés  se  coupent 
deux  à  deux  en  trois  points  si- 
tués en  ligne  droite,  leurs  som- 
mets sont  sur  trois  droites  con- 
courantes en  un  même  point. 


Les  propriétés  angulaires  se,  transforment  simplement  par 
la  théorie  des  polaires  réciproques  en  vertu  du  théorème  sui- 
vant : 

U angle  de  deux  droites  A,  B  est  égal  à  l'angle  des  droites 
qui  Dont  du  centre  du  céréale  directeur  aux  pôles  a  et  b  de 
ces  droites. 

Transformons  comme  exemple  le  théorème  suivant  : 


(X.) 

Dans  un  triangle  les  trois  hauteurs  se  coupent  au  même 
point. 

Soient  m,  n^  p\es  sommets  du  triangle  donné,  H,  H',  H'', 
les  perpendiculaires  abaissées  de  ces  points  sur  les  côtés 
A,B,C. 

Le  triangle  donné  a  pour  polaire  réciproque  le  triangle 
a,  &,  c;  cherchons  le  point  h^  pôle  de  H.  Ce  point  doit  se 
trouver  sur  M,  polaire  de  m  ,  puisque  H  passe  par  m  :  en  outre 
la  ligne  oh  doit  être  perpendiculaire  sur  oa  en  vertu  du 
théorème  que  nous  venons  d'énoncer,  puisque  H  est  perpen- 
diculaire sur  A,  le  pôle  h  est  donc  à  l'intersection  des  lignes oÂ 
et  M.  On  déterminera  de  même  /i',  h" y  pôles  de  H',  H".  Les 
droites  H,  H',  H''  passant  par  le  même  point,  leurs  pôles 
h  y  h'^  h"  sont  en  ligne  droite. 

On  peut  d'après  cela  énoncer  le  théorème  suivant  : 

Si  d'un  point  fixe  on  mène  des  droites  aux  trois  sommets 
d'un  triangle ,  les  perpendiculaires  à  ces  droites  menées  par 
le  même  point  'vont  rencontrer  les  côtés  opposés  aux  trois 
sommets  respectivement  en  trois  points  situés  en  ligne  droite. 

On  voit  déjà  l'avantage  d'employer  la  circonférence  comme 
courbe  directrice  pour  la  transformation  des  propriétés  an- 
gulaires. 

M.  Poncelet  a  fait  usage  du  cercle  directeur  dans  son  Mé- 
moire sur  la  Théorie  générale  des  polaires  réciproques. 
MM.  Chasles  et  Bobillier  (*)  ont  aussi  chacun  de  leur  côté  fait 
usage  de  la  même  courbe. 

En  vertu  du  théorème  précédemment  énoncé ,  les  relations 


(  *  )  Pour  la  transformation  des  propriétés  angulaires  ,  M.  Bobillier  a  employé 
avec  avantage  l'hyperbole  équilatère  comme  courbe  directrice  {Annales  de 
Gergonne ,  tome  XIX). 

M.  le  général  Poncelet  m'a  appris  que  M.  Bobillier  terminait  son  ouvrage  sur 
les  Lois  géométriques  du  Mouvement ,  lorsque  la  mort  l'enleva  à  la  science.  Il  se- 
rait à  désirer  que  la  famille  de  M.  Bobillier  publiftt  les  manuscrits  de  ce  savant 
géomètre. 


de  lignes  trigonomélriques  se  transforment  facilement-,  il  suflit 
de  remplacer  dans  ces  relations  les  angles  donnés  par  ceux  qui 
leur  sont  respectivement  égaux  dans  la  figure  transformée. 

Il  nous  reste  encore  à  transformer  les  relations  métriques 
d'étendue. 

Dans  son  Mémoire  sur  la  Théorie  générale  des  polaires 
réciproques  ^  M.  Poncelet  a  montré  comment  on  pouvait  trans- 
former les  propriétés  métriques  qu'il  qualifie  de  projectives. 
Pour  la  définition  de  cette  expression,  je  renvoie  au  Traité  des 
propriétés  projectives  des  figures  ^  section  I,  cliap.  I.  J'énon- 
cerai seulement  ici  un  principe  général  qui  caractérise  ce  genre 
de  propriétés  et  que  M.  Poncelet  a  employé  pour  leur  trans- 
formation. 

Si  y  à  partir  d'un  point  quelconque  pris  pour  centre  de  pro- 
jection ^  on  dirige  un  faisceau  de  lignes  droites  projetantes 
■vers  les  différents  points  d^une  figure  donnée  arbitrairement 
dans  l  espace  ou  sur  unplaii,  et  que  les  parties  de  cette  figure 
aient  entre  elles  une  ou  plusieurs  relations  métriques  projec- 
tives, satisfaisant  aux  conditions  prescrites,  art.  1 1 ,  les 
mêmes  relations  auront  lieu  entre  les  sinus  des  angles  proje- 
tants qui  leur  correspondent  respectivement. 

{Propriétés projectiles ,  n°  17.) 

D'après  cela  une  relation  métrique  projective  peut  s'écrire 
sous  forme  de  relation  de  lignes  trigonométriques  d'angles 
ayant  même  sommet  5  on  sait  transformer  celle-ci ,  on  revient 
inversement  du  résultat  de  cette  transformation  à  une  relation 
métrique  de  distances  dans  la  figure  transformée.  Toutes  ces 
transformations  se  font  immédiatement  lorsque  la  relation 
métrique  est  projective  j  voici  comment  s'exprime  M.  Poncelet 
à  la  page  5  de  son  Mémoire  sur  la  Théorie  générale  des  po- 
laires réciproques  : 

((  J'ai  trouvé  que,  quand  ces  relations  (métriques)  sont  de 
»  la  nature  de  celles  que  j'ai  nommées  ailleurs  projectives, 
»  la  traduction  pouvait  toujours  avoir  lieu  de  l'une  à  l'autre 


(  "-"l  ) 

»  figure ,  et  j'ai  indiqué  les  moyens  de  Topérer  dans  tous  les 
))  cas  par  une  substitution  de  mots  et  de  lettres  à  la  place 
))  les  uns  des  autres,  qui  se  réduit  à  une  sorte  de  mécanisme,  )> 

Puis  plus  loin  dans  le  même  Mémoire,  page  54  : 

«  Une  figure  quelconque  étant  donnée  sur  un  plan,  s'il 
»  existe  entre  les  diverses  distances  de  ses  points  une  relation 
))  métrique  projectii'e ,  la  même  relation  existera  aussi  dans 
))  la  polaire  réciproque  de  cette  figure  ^prise  par  rapport  à  un 
»  cercle  auxiliaire  quelconque  daris  son  plan  entre  les  dis- 
))  tances  correspondantes  formées  sur  une  droite  arbitraire 
»  par  les  intersections  de  cette  droite  avec  les  polaires  des  ex- 
»   trémités  respectives  des  premières,  et  réciproquement^  etc.  » 

On  peut ,  par  ce  procédé ,  transformer  un  grand  nombre  de 
propriétés  métriques,  après  s'être  assuré  préalablement  qu'elles 
sont  projectives  en  cherchant  à  les  traduire  en  relation  de 
lignes  trigonométriques  d'angles  ayant  le  même  sommet. 

Cette  condition  pour  les  angles  d'avoir  le  même  sommet 
n'est  pas  nécessaire  pour  la  transformation  d'une  relation  de 
lignes  trigonométriques  à  l'aide  de  la  théorie  des  polaires 
réciproques ,  on  peut  donc  dire  qu'au  moyen  de  cette  théorie 
on  peut  transformer  une  relation  métrique  de  distances, 
pourvu  qu'on  sache  l'écrire  sous  forme  de  relations  de  lignes 
trigonométriques  d'angles  quelconques. 

Prenons  comme  exemple  le  théorème  de  géométrie  élémen- 
taire auquel  nous  sommes  arrivés  (page  viii  )  comme  consé- 
quence de  ^+  ^  -{-J'=  2*^. 

Ce  théorème  peut  s'exprimer  par  la  relation  trigonométrique 
ed'  —df-h/e'—T. df.fc  ces/, 

que  l'on  transforme  en  cette  relation  de  lignes  trigonomé- 
triques : 

sin'/=  sin'e  H-  sin'/^—  a  sin^  sin«^cos/. 

D'après  ce  que  nous  savons,  cette  relation  se  transforme 
d'elle-même,  et  l'on  a  {^fig>  4?  P^g^  9) 

sin'  hoc  =  sin'  aoh  -f-  sin'  coa  —  2  sin  aoh .  sin  coa  ces cob\ 


On  peut  écrire  celle-ci  sous  une  autre  forme 5  en  effet, 

.     ,  2  aire  boc 

sm  boc  = : 

ob  .oc 

de  même,  pour  les  autres  sinus.  Substituant,  il  vient 

boc"^  aob^  coa^  aob  .coa 

—n, =  — ; — 77  H -. ;  —  2 cos  cob 

ob^.oc^        oa^.ob^        oa^  oc^  oa^.ob.oc 

[Voir  page  12), 

et  l'on  a  ainsi  transformé  la  relation  donnée  en  une  autre  à 
l'aide  de  la  théorie  des  polaires  réciproques. 

Le  procédé  que  nous  venons  d'employer  peut  être  appliqué 
dans  un  grand  nombre  de  casj  mais  il  nest  pas  susceptible 
d'être  réduit  à  cette  sorte  de  mécanisme  dont  M.  Poncelet  a 
donné  un  exemple  à  l'occasion  des  propriétés  métriques  pro- 
jectives. 

Je  dois  encore  mentionner  une  Note  qui  a  paru  dans  le 
tome  VII  de  la  Correspondance  mathématique  de  Quetelet, 
dans  laquelle  M.  Poncelet  a  montré  comment  on  pouvait  ren- 
dre projectives  certaines  relations  métriques.  Cette  préparation 
rend  alors  possible  la  transformation  de  ces  relations  à  l'aide 
de  la  théorie  des  polaires  réciproques. 

Il  est  maintenant  facile  de  comprendre  la  question  que  je 
me  suis  proposé  de  traiter  dans  le  présent  ouvrage.  Voici  com- 
ment j'énonce  cette  question  : 

Transformer  à  l'aide  de  la  théorie  des  polaires  réciproques 
une  relation  métrique  sans  lui  faire  subir  aucune  préparation. 
Déterminer  immédiatement  les  différentes  formes  sous  les- 
quelles se  serait  présentée  la  relation  transformée  si  Von 
avait  opéré  sur  différentes  formes  de  la  relation  donnée. 

M.  Chasles  s'est  déjà  occupé  de  la  première  partie  de  celle 
question  dans  son  Mémoire  sur  la  transformation  parabo- 
lique des  relations  métriques  des  figures. 

Dans  ce  Mémoire,  la  courbe  directrice  est  toujours  une  pa- 
rabole pour  la  transformation  des  ligures  planes,  et  la  surface 


directrice  est  toujours  un  paraboloïde  pour  la  transformation 
des  figures  de  l'espace.  Voici  comment  s'exprime  M.  Chasles 
dans  ce  Mémoire  : 

«  Notre  principe  de  transformation  des  relations  métriques 
))  des  figures  planes  repose  sur  le  théorème  suivant  : 

»  Les  polaires  de  deux  points  (Quelconques,  prises  par  rap- 
»  port  à  une  parabole,  interceptent  sur  l'axe  de  cette  courbe 
»  un  segment  gui  est  égal  en  longueur  à  la  projection  ortho- 
n  gonale  sur  cet  axe  de  la  droite  qui  joint  les  deux  points, 
))   (Suit  la  démonstration.) 

»  D'après  cela,  soient  A,  B,  C,  D,  E,  etc.,  des  points  d'une 
»  figure  plane,  et  F  (  AB,  CD,  EF,  etc.)  =  o  une  relation  entre 
»  les  distances  de  plusieurs  de  ces  points. 

»   Faisons  la  transformation  parabolique,  nous  aurons  une 

»   seconde  figure^  soient  «,  ^,  c,  <^,  e,  etc.,   les  droites  qui 

»   répondent  dans  cette  seconde  figure  aux  points  A,  B,  C, 

»  D,  E,  etc.,  c'est-à-dire  les  polaires  de  ces  points^  et  soient 

»  a,  |3,  y,  (î,  s,  etc.,   les  points  où  ces  droites  rencontrent 

»  l'axe  de  la  parabole  auxiliaire 5  on  aura,  en  désignant  cet 

»   axe  par  X , 

ap=:  ABcos(AB,  X), 

75=CDcos(CD,  X); 

))  ce  qui  résulte  du  théorème  que  nous  venons  de  démontrer, 
»  et  la  relation  donnée  entre  les  distances  AB,  CD,  etc.,  de- 
»  vient  celle-ci  ; 

\cos(AB,X)'      cos(AD,X)'      cos(EF,  X)'*"/  ' 

))  Si  cette  équation  est  telle,  que  les  cosinus  disparaissent 
)>  d'eux-mêmes,  il  restera  une  relation  relative  à  la  seconde 
)j  figure  seulement,  et  qui  exprimera  une  propriété  générale 
»  de  cette  figure,  correspondante  à  la  propriété  de  la  première- 
»  figure  qui  exprime  la  relation  donnée  entre  les  distances  de 
»   ses  points.  » 

Ainsi  il  est  nécessaire  que  les  cosinus  disparaissent;  cela 


tient  à  la  nature  de  la  courbe  directrice  5  car  si  à  l'aide  de  cette 
courbe  on  pouvait  facilement  transformer  les  propriétés  an- 
gulaires, il  suffirait  de  transformer  les  angles  dont  les  cosinus 
subsistent  pour  obtenir  la  transformation  cherchée. 

Il  faut  donc,  pour  résoudre  la  question  telle  que  je  l'ai  pré- 
cédemment posée,  adopter  une  courbe  directrice  à  l'aide  de 
laquelle  on  pourra  transformer  les  relations  métriques  de  dis- 
tances et  les  propriétés  angulaires.  Les  propriétés  angulaires 
se  transforment,  comme  nous  l'avons  vu,  en  adoptant  la  cir- 
conférence de  cercle  pour  courbe  directrice  -,  les  relations  mé- 
triques se  transforment  aussi  en  conservant  cette  courbe  en 
vertu  du  théorème  suivant  : 

Le  rayon  de  la  circonférence  directrice  est  moyen  propor- 
tionnel entre  les  distances  du  centre  au  pôle  et  à  la  polaire. 

Ainsi  a  étant  un  point  quelconque,  A  sa  polaire  par  rapport 

à  la  circonférence  o  de  rayon  R,   si  la  ligne  oa  coupe  A  au 

point  «1 ,  on  a 

oa  X  oa^  =r  R'. 

Si  le  rayon  de  la  circonférence  est  égal  à  l'unité,  on  a 


oa 


X  o«i  =  »,      d'où     oa  ■= 


Cette  relation  donne  immédiatement  la  transformation  d'un 
segment  d'une  droite  qui  passe  par  le  centre  o.  En  effet,  soient 
a  et  è  deux  points  de  cette  droite,  A,  B  les  polaires  de  ces 
points  par  rapport  à  la  circonférence  o ,  «1  et  hx  les  points  où 
ces  polaires  coupent  oa;  on  a 


d'où 


oa  ■=.  —  ,       c>6=— —  5 
oa.  00, 


oh  —  on      ou      no  =  —, 

00 X        oay 


Lorsque  le  segment  à  transformer  est  quelconque  par  rap- 
port au  cercle  directeur,  on  le  relie  à  sa  projection  sur  une 
droite  passant  par  le  centre  o  au  moyen  d'une  ligne  Irigonomé- 
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trique  :  on  sait  transformer  la  projection  et  la  ligne  trigonomé- 
trique*,  on  a  donc  la  transformation  d'un  segment  quelconque. 
C'est  ainsi  que  je  suis  arrivé  à  l'expression  générale 


ab        ■'  ' 


nd        oc  j  sin  dom 

Cette  expression  est  générale  en  adoptant  les  conventions  sui- 
vantes :  les  segments  comptés  sur  une  même  droite  et  dans  le 
même  sens  ont  le  même  signe  \  les  segments  comptés  en  sens' 
opposé  ont  des  signes  contraires.  Dans  la  position  de  la  droite 
cd  (fig.  2),  au  lieu  d'écrire 

I         I 

4_  _ 

od        co 


on  écrira 


\od 


od       oc 


On  doit  remarquer  en  outre  que  dans  l'expression  de  ab  on 
commence  par  l'inverse  du  segment  od^  qui  est  terminé  à  la 
droite  B,  polaire  de  la  deuxième  extrémité  de  ah.  D'après  cela, 

si  au  lieu  de  ab.  qui  est  éeal  à  (— , )-; — ; — 5   on  voulait 

*  "  \od       ocj  sm  dom 

ha  ^  on  écrirait 


ba 


\  oc        od  j 


sin  dom 


Les  angles,  comme  on  le  voit  ici,  doivent  toujours  être  comp- 
tés de  la  même  manière. 

La  discussion  de  l'expression  de  ab  est  facile,  la  transver- 
sale passant  par  le  point  o  ne  présentant,  par  rapport  aux  po- 
laires A  ,  B ,  que  trois  positions  différentes. 

Pour  répondre  à  la  deuxième  partie  de  la  question  générale 
que  j'ai  énoncée  plus  haut,  j'ai  donné  un  grand  nombre  de 
formes  aux  expressions  de  ah,  A  l'aide  de  ces  expressions,  on 
obtient,  pour  une  même  relation  métrique  de  distances,  et 
par  de  simples  substitutions ,  différentes  formes  de  la  relation 
transformée. 

b 
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Afin  de  compléter  les  éléments  nécessaires  pour  la  transfor- 
mation des  relations  métriques  d'étendue ,  j'ai  donné  l'expres- 
sion de  l'aire  d'un  triangle,  et  l'expression  du  volume  du 
tétraèdre  en  adoptant  pour  surface  directrice  la  sphère  qui 
possède  des  propriétés  analogues  à  celles  de  la  circonférence. 

Je  terminerai  les  réponses  aux  questions  que  je  me  suis  po- 
sées au  commencement  de  cette  Introduction,  en  ajoutant  quel- 
ques remarques  générales  relatives  à  la  transformation  des 
propriétés  métriques  : 

Lorsque  l'on  cherche,  par  rapport  à  plusieurs  cercles  direc- 
teurs dont  les  centres  occupent  des  positions  particulières ,  les 
transformations  d'une  même  proposition,  on  n'obtient  que  des 
cas  particuliers  de  celle  que  l'on  aurait  eue  en  opérant  la  trans- 
formation par  rapport  à  une  circonférence  quelconque. 

Lorsque  l'on  transforme  une  proposition  à  l'aide  d'une  cir- 
conférence quelconque ,  le  centre  de  cette  courbe  est  un  point 
qui  fait  partie  de  la  proposition  résultante  ^  on  peut  opérer  sur 
cette  nouvelle  proposition  comme  sur  la  première,  et  successi- 
vement, en  prenant  des  points  quelconques  pour  centre  des 
courbes  directrices.  A  est  une  proposition  qui  conduit  à  B,  B 
à  C,  C  à  D,  etc.  *,  il  en  résulte  que  le  premier  centre  fait  partie 
de  B ,  le  deuxième  de  C  ,  et  ainsi  de  suite  5  mais  en  transfor- 
mant B  par  rapport  à  un  second  cercle  directeur,  le  premier 
centre  donne  lieu  à  une  droite  qui  fait  partie  de  C;  de  même 
pour  D,  etc.^  on  voit  donc  que  par  ses  transformations  succes- 
sives, on  introduit  de  nouveaux  points  et  de  nouvelles  droites. 
La  proposition  C  comprend  A  comme  cas  particulier.  On 
retrouve  cette  première  proposition ,  en  supposant  à  l'infini  la 
polaire  du  premier  centre  de  la  courbe  directrice. 

Lorsque  deux  propositions  sont  liées  entre  elles  de  telle  fa- 
çon que  l'une  conduise  à  la  connaissance  de  Tautre,  il  en  est 
de  même  des  propositions  résultant  de  leur  transformation  par 
rapport  à  des  circonférences  quelconques.  On  peut  déduire  de 
là  de  très-nombreuses  conséquences,  entre  autres  la  transfor- 
mation de  démonstration. 


(  ^'X  ) 

En  effet,  une  démonstration  se  compose  d'une  suite  de  pro- 
positions ayant  pour  point  de  départ  ou  d'arrivée  la  proposition 
que  l'on  se  propose  de  démontrer  j  on  conçoit  la  possibilité  de 
les  transformer  une  à  une-,  les  propositions  résultantes,  qui 
sont  liées  entre  elles  comme  les  premières,  forment  la  dé- 
monstration tranformée. 

En  appliquant  la  méthode  dont  je  viens  d'exposer  les  prin- 
cipes et  que  j'ai  développée  dans  le  présent  ouvrage,  on  arrive 
facilement  à  des  rapprochements  curieux  et  intéressants,  et  à 
quelques  théorèmes  nouveaux.  Je  n'en  citerai  aucun  ici  pour 
ne  pas  faire  perdre  de  vue  que  mon  but  est  l'exposition  d'une 
méthode  nouvelle  et  non  la  découverte  de  quelques  théorèmes. 

•Paris,  septembre  1857. 


TRANSFORMATION 


PROPBIÉTÉS  HiTRIQVES  DES  FIGURES 

A   l'aide 

DE  LA  THÉORIE  DES  POLAIRES  RÉCIPROQUES  (*K 


Notations.  —  Nous  désignerons  les  droites  par  une  graude 
lettre,  leurs  pôles  par  la  même  petite  lettre,  les  points  par  une 
petite  lettre,  et  leurs  polaires  par  la  même  grande  lettre. 

Ainsi  les  points  a  et  b  (fig.  i)  de  la  droite  M  ont  pour  po- 
laires A  et  B,  dont  le  point  d'intersection  j?i  est  le  pôle  de  M. 

Les  droites  désignées  par  une  seule  lettre  étant  toujours 
supposées  indéfiniment  prolongées,  les  angles  (A,  B)  et  (B,  A), 
que  deux  droites  A  et  B  font  entre  elles,  sont  toujours  moin- 
dres que  i8o  degrés,  ces  angles  étant  toujours  comptés  dans 
le  même  sens. 

Un  angle  plus  grand  que  i8o  degrés  sera  toujours  repré- 
senté par  trois  lettres*,  néanmoins  trois  lettres  pourront  repré- 
senter un  angle  quelconque. 


(*)  La  courbe  directrice  étant  une  circonférence  de  rayon  i. 

Voir  :  Mémoire  sur  la  théorie  générale  des  polaires  réciproques ,  par  M.  Poiicelet. 
Journal  de  Crelle,  tome  IV. 

Mémoires  sur  la  transformation  parabolique  des  propriétés  métriques  des  figures , 
par  M.  Chasles.  Correspondance  mathématique  de  Quetelet,  tomes  V  et  VI. 

Dans  le  même  ouvrage,  tome  VII  :  Noies  sur  quelques  principes  généraux  de 
transformation  des  relations  métriques  des  figures ,  sur  la  transformation  et  spécia- 
lement des  relations  métriques  projetées  or thogonalement  en  d'autres  qui  le  soient 
conitjuement ,  par  M.  Poncelct. 

Les  Annales  de  Mathématiques  de  Gergonnc  et  le  Journal  de  Crelle  pour  diffé- 
rents travaux  de  MM.  Bobillier,  Steiner,  Plucker,  etc. 

i 


L'angle  de  deux  droites  A ,  B  est  égal  à  V angle  des  droites 
qui  vont,  du  centre  o  de  la  courbe  directrice  aux  pâles  a  et  h 
de  ces  droites. 

Nous  exprimons  ainsi  ce  théorème  : 

angle  (  A,  B)  =  angle  («,  /r); 

angle  [a,  b)  signifie  qu'il  faut  prendre  Tangle  des  droites  ao 
et  ob  indéfiniment  prolongées,  le  côté  ao  étant  l'origine  de  cet 
angle,  parce  que  A  était  l'origine  de  (A,  B). 


EXPRESSIONS  D'UN  SEGMENT  DE  DROITE. 

1.  Soient  ab  (fig-  i)  un  segment  d'une  droite  quelconque 
Pig   ,  M  ;  m  le  pôle  de  cette  droite  ^ 

A ,  B  les  polaires  des  points 
«,  b  par  rapport  à  vuie  cir- 
conférence o. 

Des  points  a,  b  menons 
les  parallèles  quelconques  C, 
D,  et  du  point  o  abaissons 
une  perpendiculaire  sur  ces 
droites  5  cette  perpendicu- 
laire coupe  A,  B  aux  points 
c,  dj  pôles  de  C  et  D,  et  ces  dernières  aux  points  c,,  d^.  On  a 

Cl  c?,  =  ab  sin  (C ,  M)  ■=:  ab  sin  ( D,  M ) ; 
c,  d^ 


d'où 


Mais 
et 

Par  suite 


ab  = 

^1  " 

sin(D, 

M) 

r. ./,  = 

od^  — 

oc, 

od 

ac,  . 

"  0 

c.d,= 

1 

1 
oc  ^ 

(*)• 


(*)  Le  rayon  do  la  coiui)e  directrice  est  lonjoiirs  é[fal  à  i, 


donc 


\od        oc  J  sin(D,  M)         \od        oc  J  sin(r/,  /// ) 


ab  = 
Si  nous  avions  mené  les  parallèles  C,  Jï,  nous  aurions  eu 

'  ^f,^(2 i\       '        ^/^        'Y     I ~ 

\oc'        od']sm(d'^m)        \od'       oc'Jsmd'om 
On  a  donc  généralement 


(I|) 


fl^_     _, 


od       oc  J  sin  ^o//ï 
De  l'expression  (I)  on  déduit  le  théorème  suivant  : 

2.  Étant  donnés  un  angle  (A,  B)  (fig.  2)  et  un  point  o 
quelconque  dans  son  plan,  on  a,  quelle  que  soit  la  direction 
d'une  droite  cd  passant  par  le  point  o, 


\od        oc  j  sin  dom 


constante. 


Pour  démontrer  directement  ce  théorème,  menons  od^^  pa- 
rallèlement à  A,  et  d^q 
parallèlement  à  cd.  On 
a  alors 


co  •+■  od 

■         md          od 

co 

~  md''  ■"  qd"  ' 

d'où 

€o  -4-  od 

1           1             I 

co.od 

od   ^  co        qd" 

rdP  étant  menée  perpen- 
diculairement sur  om, 
on  a 


7^'  =  .T 


rd" 


et  alors 


9>md"  qm 

/  I  I  \        I  I 

—  H ~ — - —  :=z  —-jz=i  constante. 

\od        co  j  %\ïi  dom        rd' 


(4) 

3.  Conservons  làjîg.  2.  Supposons  que  le  point  o  soit  Je 
centre  du  cercle  directeur  et  que  les  droites  A,  B  soient  les 
polaires  des  extrémités  d'un  segment  ab)  on  a  alors 


\od       oc  J  sin  dom       rd" 


Pour  une  transversale  quelconque  ef  passant  par  un  point  p 
de  o/7i,  on  a 

I 


Mais 


pf       pej  smfpm        r'f' 


rd"         om 


donc 


Ainsi 


pm 
om 


\pf      pe)  sin  fpm        rd" 


(U)  „A:=.^(1  _L       .  , 

^-  om\pj       pe  j  sm /pm 

d'où  l'on  déduit  le  théorème  suivant  : 

4.  Étant  données  trois  droites  A,  S,  B  (fîg.  2)  passant 
par  le  même  point  m ,  si  Von  mène  une  trans{*ersaîe  quel- 
conque eff  on  a 

[   i  I  \        I 

"^P  [  ~r — ;: —  =  conslante. 

\pf       P^ I  ^^"^fpm 

Lorsque  le  point  p  est  fixe,  on  a  le  théorème  (2). 

5.  Lorsque  la  transversale  est  e' f  perpendiculaire  sur  om^ 
l'expression  (II)  devient 


lU)  „A^€^(.'      __L); 

'  om  \pf'        pc  j 


lorsque  la  transversale  est  pf"  parallèle  à  A,  l'expression  (II) 
devient 

pm       I  I  pm       I 

(IV)  abz:^- -rn'-- 7T, ^' TTT,' 

^      '  om    pf      smf  pm       om    r  f" 


(5) 
Les  expressions  (III)  et  (IV)  se  simplifient  lorsque  la  trans- 
versale passe  par  le  centre  o,  elles  deviennent 

^        '  od'    sm  a   om        rd 

6.  La  droite  e' f^  étant  perpendiculaire  sur  o/w,  on  a 

/?/'=/?m  tang(S,  B), 
pe'  =zpm  tang(S,  A); 

substituant  dans  l'expression  (III),  il  vient 

(V )  ab  =  —  [cot  (S,  B)  —  cot(S,  A)]. 

om  ^  \         /j 

7.  L'expression  (II)  peut  s'écrire 

ab=^  (  —1 ^  \ 

om  \p/.pm.s\n/pm       pe. pm, sin /pm / 

pf.pm .  sin  fpm  =  i .  stire /pm , 

pe.pm.s\n/pm  =  2..  aire  mpe. 

Nous  représenterons  simplement  -p^r  fpm,  epm  ces  aires  en 

convenant  de  les  exprimer  à  Faide  des  côtés,  pris  positivement, 

qui  comprennent  les  angles  fpm ,  epm  et  des  sinus  de  ces 

angles.  D'après  cela 

aire  mpc  =  —  aire  epm , 

et  Ton  a 

(V,)  „i  =  ^(j__J_). 

^      '  7..om  \fpm        epm  j 

Pour  la  transversale  pf"^ 


,1.  _         prn' 

ab  = YTi ' 

i.om  .f  pm 


(*)  Nous  avons  donné  cette  expression  à  la  fin  d«  la  Note  sur  la  Théorie  dos 
polaires  réciproques,  publiée  à  Metz  en  iS^i. 


(  6  )   ■ 

Mais 

2  .f'pm  =  ^\x^f"pe"  m  ; 

donc 

(VU,  ak^P^l^A^. 

^        '  om  f  pe   m 

Lorsque  la  transversale  passe  par  le  point  o. 

(VI')  «*  =  -(;7^ -\ 

2    \dom         com  ) 


oni 


(VIF)  nh „ 

^         '  a    oc    m 

De  l'expression  (VI)  on  déduit  le  théorènve  suivant  : 

8.  Étant  données  (fig.  2)  trois  droites  A ,  S,  B  passant 
par  le  même  point  m,,  on  a  ,  quelle  que  soit  la  direction  d'une 
transi^ersale  ef, 

pni^  (  -^ )  =:  constante. 

\Jpm        epm  j 

Lorsque  le  point  p  est  fixe,  on  a  simplement 

I  I 

■7 =  constante. 

fpm       epm 

%,  Du  point  o  [Jîg.  2)  abaissons  oa^  perpendiculaire  sur  A^ 
cette  droite  passe  par  F  extrémité  a  du  segment  ah  (*)."  De 
même  ob^^  menée  perpendiculairement  sur  B,  passe  par  le 
point  b. 

Les  triangles  semblables  oah\  oa^b^  donnent 


<7|  b^       ob, 
d'où 


.  rt,  b,  fli    by 

ab  ==  — j—  "X.  oa  =  —, X  '>'?  •  o^i  » 

oVi  obi. 00 1 


ou  simplement 

(VIII)  nb=^      "'^ 


Oui  X  obi 


(*)  On  est  prié  de  se  représenter  les  points  (f,  h  qui  ne  sont  pas  sur  la  figure 


(7) 
On  déduit  facilement  de  cette  expression,  pour  un  point  quel- 
conque //, 

(IX  ab  =  ^—X y^^ 

^       '  (un       pGi  X  pbi 

pai  =  pm  sin  (  A  ,  S ) ,       pb2^=  pm  sin  (B,  S) , 

Uibi  =  nbi  %m(ninbi)  =  pm  sin  (A,  B). 

Substituant  ces  valeurs  dans  (IX),  il  vient 

sin  (A,  B) 


(X)  ab^. 


om   sin  (A,  S)  sin(B,  S) 


Kn  multipliant  les  deux  termes  du  second  membre  de  (IX) 
par  sin  (A,  B)  et  remarquant  que 

pm  .  sin  (A,  B  )  =  a^b^f 
pfii  X  /?^j  •  sin  (  A ,  B  )  =  2  b. pUi , 
il  vient 

(XI)  «é  =  _L_xi^, 

i.om        b-ipa^ 
et  lorsque  p  se  confond  avec  o, 

10.  Sur  A  prenons  un  point  quelconque  « ,  sur  B  un  point 
j3,  et  sur  S  un  point  y,  l'expression  (X)  peut  s'écrire 

,  7  /w\  g w .  p  /;? .  sin  (  A ,  B) 

f7/«.am.7w.sin(A,  S).  7/7/ .  p  w.sin  (B,  S)' 
d'où 

(XII)  ab=2^.       '"'P    - 

1.0m     umy.y  m^ 

Lorsque  le  point  y  se  confond  avec  o,  il  vient 

(XII')  ab^"^.      "'"^     . 

2       a  mo .  om  ^ 

H.    De  l'expression   (XTf),    ou  déduit   le    théorème  sui- 
vant : 


(8) 
Étant    données   trois   droites  A ,  S,  B  passant  par   un 
même  point  m,  si  l'on  prend  sur  ces  droites  trois  points  quel- 
conques  a,  y,  jS,  oti  a 

— -  .  '^im^z^z:  constante. 

a/777  .  7/wp 

Dans  le  cas  particulier  où  les  trois  points  a,  |3,  y  sont  en  ligne 
droite  et  le  point  y  fixe,  on  retrouve  le  théorème  (8). 

42.  Remarques.  —  Les  expressions  (V)  et  (X)  sont  iden- 
tiques ;  par  suite,  l'expresion  (IX)  peut  se  déduire  de  l'expres- 
sion (II).  On  peut  donc  dire  que  les  douze  expressions  que 
nous  avons  données  ne  sont  que  des  formes  différentes  de  Tex- 
pression  (II)  qui  est  la  plus  importante. 

En  égalant  les  expressions  (V)  et  (X),  on  a  la  formule 
sin  (rt  +  è). 
On  y  arrive  aussi  en  égalant  (IV^)  et  (V).  Il  vient,  en  effet. 


—  [cot(S,  B)  — cot(S,  A)]r:--  .       ; 

om  ^        ^  ^         '  ^        od   sm  a  om 

d'où 


ces  (S,  B).sin(A,  S)  +  cos(A,  S).sin  (S,  B  )  _ 


sin  (  A  ,  S) .  sin  (S,  B  )  od"  sin  d"  oin 

Mais 

om        sin(A,B)  „  •    /a     c\ 

— -  =  -: — i- — —4  -,        sin  d  om  =  sin  (  A  ,  S   ; 
od"       sin  (S,  B)  V     '     y 

substituant,  il  vient 

sin  (A,  B)  =  sin(A,  S)  cos(S-,  B)  H- sin  (S,  B)  cos(A,  S), 

formule  qui  peut  être  considérée  comme  déduite  du  théo- 
rème (^),  puisque  les  expressions  (IV)  et  (V)  sont  des  consé- 
quences de  ce  théorème. 

APPLICATIONS. 

I.  —  Distance  d'un  point  à  une  droite. 

13.  Soit  A  la  droite  sur  laquelle  nous  abaissons  du  point  m 
la  perpendiculaire  B.  Celte  perpendiculaire  coupe  A  au  point 
/;  :  c'est  la  distance  pm  que  nous  allons  transformer. 


Fig.  3. 


(9) 

Soient  (fig.  3)  M  la  polaire  du  point  m  5  a  le  pôle  de  A ,  et  o 

le  centre  du  cercle  directeur.  La 
droite  oa  est  perpendiculaire  sur 
A ,  le  pôle  de  B  sera  donc  sur  ob 
perpendiculaire  à  oa^  mais  il  doit 
se  trouver  sur  M,  h  est  donc  le 
pôle  de  B.  La  polaire  du  point  p 
est  la  droite  P  qui  joint  le  pôle 
de  a  au  pôle  de  b. 

L'expression  (III')  donne 


pm  = 


I 

oa 


D'après  cela,  on  voit  qu'il  est  inutile  de  chercher  P  et  qu'il 
suffit  de  mener  oa. 


IL  —  Carré  de  V hypoténuse. 

W.   Soit  [fig.  4)  u"  triangle  rectangle  ABC  dont  le  triangle 

Fig.  4. 


polaire  réciproque  par  rapport  à  la  circonférence  o  est  abc. 

Les  droites  ob  et  oc,  étant  perpendiculaires  à  B  et  C,  sont 
perpendiculaires  entre  elles.  D'après  cela,  en  appliquant  l'ex- 
pression (iir) 


ne  oc 


rf/- 


ob 


ip' 


(    .0    ) 

mn  étant  perpendiculaire  sur  oa, 


.,/  =  -L--L. 

on        oin 

Mais 

fc'  +  dpz=  cd'-. 

donc 

yoc^        oc/          \oh        ob'  j          \on 

om  j 

Il  résulte  de  là  que  : 

15.  Dans  un  triangle  quelconque  abc,  si  Von  prend  un 
point  o  tel,  que  V angle  hoc  soil  droit ,  on  a 

,.  lj__]_Y      /j^ 'Y—Il L 

\oc'        oc]  \ob        ob'  I  \on        om 

Lorsque  le  côlé  ca  est  à  l'infini ,   —  î  -77?  —  sont  nulles,  et  il 

*-  oc     ob       on 

vient 

1  I  I 

oc''^       ob'        o/n^ 

De  là  le  théorème  suivant  : 

16.  Dans  un  triangle  rectangle j  la  somme  des  inverses 
des  carrés  des  côtés  de  l'angle  droit  est  égale  à  Vinversc  du 
carré  de  la  hauteur. 

Transformant  ce  théorème  par  rapport  à  une  circonfé- 
rence quelconque  et  remarquant,  d'après  (13),  que  la  hau- 
teur issue  du  point  f  (  fig.  4)  est  ég.de  à -?  il  vient 


(2)  -7 n-+- 


oa        on 

I 


oc         oc 


\ob         ob'  j  \oa         ca'  I 


relation  qui  existe  pour  un  triangle  quelconque  abc  et  pour  un 
point  o  tel ,  que  Tangle  hoc  soit  droit. 

Comme  cas  particulier  de  cette  relation,  on  trouve  le  carré 


(  >•  ) 

(le  Thypoténuse  cl  un  théorème  dont  voit  i  l'expression  : 

Il        I     /- 

a  el  b  sont  les  côtés  de  l'angle  droit  d'un  triangle  rectangle  cl  B 
la  bissectrice  issue  du  sommet  de  l'angle  droit. 

A  l'aide  de  l'expression  (V),  on  trouvera  facilement  les 
théorèmes  correspondant  au  carré  de  rhypoténuse. 

17.   Supposons  (^fig-  4)  le  triangle  ABC  quelconque^  on  a 

(3)  eci'=/e'  -h  df—  ifc.df. cos{C,  B). 

Du  point  o  menons  des  parallèles  aux  trois  côtés  du  triangle 
abc  ^  nous  obtenons  ainsi  trois  parallélogrammes  que  nous 
désignons  par  ;?,  //,  p" .  Appliquons  l'expression  (MI') 

,        oa  r         ob  oc 

P  P  P 

et  comme 

cos(C,  Bj  =  cos(c,  b), 

on  obtient,  en  substituant  dans  l'équation  (3), 

, , ,  oa*       ob^        oc^       2ob .oc         ,       , . 

(4)  7r  =  ;77+^-7yrcos(c,i), 

relalion  qui  existe  pour  un  triangle  et  pour  un  point  o  quel- 
conques. 

Si  l'angle  (c,  b)  est  droit,  elle  devient 

oa"^        ob"^        oc"^ 

y^p^^T'^' 

Lorsque  le  point  o  est  le  centre  du  cercle  circonscrit  au  trian- 
gle rt/>c,  les  longueurs  oa^  ob^  oc  sont  égales.  Divisant  alors 
les  deux  membres  de  l'équation  (4)  par  oa*,  on  a 


ou 


-:  = -TT  H-  -77; -fr  -7-7,  ros2(6^c). 
P        P         P  P  P 


(  «2) 

18.    Appliquons  maintenant  l'expression  (XII).  Pour  trans- 
former ed^  prenons  les  points  b  ei  c  sur  les  polaires  E,  Dj 

on  a 

oa         bac 


ed  = 


2      oao . oac 


De  même,  pour  les  autres  côtés,  substituant  dans  l'équa- 
tion (3)  et  supprimant  le  facteur  -7—7  il  vient 

,^.         ofl'        oh"^  oc^  10b.  oc  '     i\ 

bao'^.oac^       cbo^.oba^       aco^.ocb^       cbo.oba.aco.ocb  '' 

relation  vraie  pour  un  triangle  et  un  point  o  quelconques. 
Si  l'angle  cob  est  droit,  on  a 

'    ^  oa''  ob-  oc"^ 


bao'^.oac'^       cbo^.obn^    '    aco'^.ocb' 
que  l'on  peut  écrire 

oa^ .  cbo'^  =  ob"^  »aco''  -\-  oc'' .  bao''. 

Lorsque  le  point  o  est  le  centre  du  cercle  circonscrit  au  trian- 
gle a^c,  on  a  simplement 

cbo''  =  aco''  H-  bao''  +  2  aco .  bao .  ces  2  ( bac). 

19.  Appliquons  l'expression  (VIII) 

Cl  di 


cd 


fe 


oci  X  ^^1 

Ofy    X   OCy 


cos(C,  B)  =  cos {d/o  -f-  o/e)  =zcos(or/,/,  4-/I<'io). 
Substituant  dans  l'équation  (3),  il  vient 

^     'oc'],od\        of].oe]        od].o/]        of\.oc^.od^        ^ 

équation  qui  exprime  une  propriété  relative  au  triangle  d^OiJi^ 
le  point  o  étant  quelconque. 


(  '3) 
Lorsque  le   point  o   est  tel ,    que    la    somme   des    angles 
odifi  -hfiCiO  égale  un  droit,  il  vient 


oe\.od\  —  of\.oe\        od\.of\ 
que  Ton  peut  écrire 

(7)  e,d\,of\^  f,e\.od\^  dJ\,oe\. 

Dans  le  cas  particulier  où  le  triangle  e^f^d^  est  rectangle 
en  /i,  on  a  la  relation  (7)  pour  un  point  o  situé  où  l'on  veut 
sur  l'hypoténuse  e^  d^ . 

20.  Le  théorème  (2),  considéré  comme  lemme,  donne  lieu 
à  des  démonstrations  très- simples  des  relations  (i)  et  (2). 
Dans  l'angle  hac  ^  on  a 


d'où 


De  même 


on        om        \ob'        obj  sin  b'oa' 

(_L_j-y,i„.y„«=(_L, --y. 

\on        ont/  \oo        00  j 

f sm'  coa , 

\on        om  J 

OU  son  égal 

\on        om]  \oc       oc'  j 

En  ajoutant  ces  deux  égalités,   on   a  la   relation   (1). 
Dans  l'angle  cha^  on  a 

\oc!       oc]        \oa       oa' j    sinao^' 

d'où 

I  sin'  aob 


\oc!       oc)         \oa        oa'  J 


(  '4) 

On  a  de  même  dans  l'angle  acb 


sin'û'oc  cos^  aob 


/_l__lV    fj___LV    /_l__lV 

\ob        ob' j  \oa'        oa  I  \oa        oa' ) 

En  ajoutant,  on  obtient  la  relation  (2). 

III.  —  Étant  donnés  trois  points  «,  Z>,  c  sur  une 
droite  M,   on   a 

(l\  ab  -+•  bc  =  ûc. 

21.  En  transformant,  les  trois  points  a^  b^  c  donnent  lieu 
à  un  faisceau  de  trois  droites  A,  B,  C  passant  par  le  point  711 , 
pôle  de  M.  Menons  ow,  que  nous  désignerons  par  Dj  coupons 
ce  faisceau  de  quatre  droites  par  une  transversale  quelconque 
et  désignons  par  «,  Z»,  c,  d  les  points  d'intersection  de  cette 
droite  et  de  A ,  B,  C,  D. 

En  appliquant  l'expression  (II)  et  supprimant  le  facteur 

dm  ,, ,  .        /   \    1     . 

commun  : 7-?  1  équation  (i)  devient 

om  sin  ad  m  ^  ^  ' 


I    ^ 


t^)  \db        da)  ~^  \dc        db)        \dc        da 

identité  aussi  évidente  que  l'équation  (1). 
En  eifectuant  entre  parenthèses,  il  vient 

ba  cb  ca 

db  .da       de. db         de . da 

que  l'on  peut  écrire 

( 3 )  ab.cd  -\-  bc  ad  =  ac.  bd.  ( Géom .  snj).,  2 1 .) 

22.   Appliquant  l'expression   (  \  ) ,   supprimant  le  facteur 
—  5  Téqualion  (i)  devient 

I  [cet  (D,  B)  -  cot(D,  A)]  4-  [cet  (D,  C)  -  cot(D,  B)] 
^^^     I  =[côt(D,C)  — cot(D,A)], 


i5 


identité  aussi   évidente  que  l'équaliou   (i),   et  que   l'on  peut 

('(•rire 


rcos(D,B)       cos(D,A)"]        rcos(D,  C)       cos(D,  B 
I  sin(D,  B)  "~  sin(D,'AiJ  "^  [  sin(D,  C)  ~  sin(D,B 


). 
cos(D,  C)  cos(D,  A)' 
sin(D,  C)  ~~  sin(D,  A) 

Eflectuanl  entre  parenthèses,  il  vient 


sin(B,  A' 


sin(C,  B)  _  sin(C  ,A) 


sin(D,  A)  sin(D,  B)        sin(D,  C)  sin(D,  B)       sin(D,  C)  sin(D,  A)' 
ou 

(5)  sin(A,B)sin(C,  D)H-sin(B,  C)sin(A,  D)  =  sin(A,  C)  sin(B,  D). 

{G.  sup.,  24.) 

23.  Du  point  o  abaissons  sur  A,  B,  C  les  perpendieulaires 
ofl,,  o&i,  oc,,  et  appliquons  Texprcssion  (VIII),  Téquation  (i) 
devient 

oa,y<Cobt        ob^y<ioc-        oa^y:i  oc^'' 


ûT,  bx  X  oc^  -h  ^1  <^.  X  o«,  =  «,  c,  X  ob^ 


d'où 

(6) 

Les  points  a,,  A,,  Cj,  o  étant  sur  une  même  cireonfércnce,  Té- 
quation  (6)  exprime  la  relation  connue  entre  les  côtés  et  les 
diagonales  d'un  quadrilatère  inscrit. 

24.  Sur  A,  B,  C,  D  prenons  les  points  quelconques  a,  jS, 

7,  cî,  et  appliquons  l'expression  (XÏI)  \  l'équation  (i)  devient, 

^  ...2 
en  suDorimant  le  facteur  commun 


ipp 


2  om 


pmcc  ymp       7  m  v. 

Smp.êma.        Smy,3mp        Smy.Smci, 

que  l'on  peut  écrire 

(7)  um^.ymS-h^tny-x'nS=  amy  .^ynS 

[G.  Slip,  y  3o)  ; 


(  '6) 
relation  qui  exprime  une  théorème  relatif  au  pentagone 
a^yâm.  La  démonstration  directe  de  l'équation  (7)  est  très- 
simple  :  en  exprimant  les  aires  de  tous  les  triangles  et  sup- 
primant le  facteur  commun  am  .  ^ni .  y  m  .  âm^  il  reste  la 
relation  (5),  que  nous  savons  être  une  conséquence  de  l'iden- 
tité (4). 

IV.  —  Rapport  anharmonique  et  division  homo graphique. 

25.  Trois  points  «,  h^  c  en  ligne  droite  donnent  lieu  aux 
six  rapports  suivants  : 


ab        bc        ab        ac         ac        bc 
ac        ac        bc.         ab        bc        ab 


(1)  ?         —->         -1-1         — Tî         — î 


Les  trois  derniers  sont  les  inverses  des  trois  premiers. 

Il  existe  entre  ces  rapports  des  relations  évidentes.  Par 
exemple  : 

ab       bc 

ac        ac 

En  transformant,  à  l'aide  de  l'expression  (II),  on  obtient, 
comme  précédemment,  quatre  droites  A,  B,  C,  D.  Coupant 
par  une  transversale  quelconque  et  désignant  toujours  par  «, 
b^  c,  d  les  points  d'intersection  avec  A ,  B,  C,  D,  il  vient, 
correspondant  aux  six  rapports  (i), 

II  II  II 

,    .         db        da             de        db             db        da  .  _  ,  , 

(2) -, -,  -^ -,....    (G.5«/..,34.) 

de        da  de        da  de        db 

Ces  expressions  portent  le  nom  de  rapport   anharmonique 
des  quatre  points  a,  b,  c^  d. 

Il  existe  entre  ces  rapports  des  relations  aussi  évidentes  que 
dans  le  cas  des  rapports  (i)  ;  il  suffit,  pour  le  voir,  de  tenir 
compte  de  l'identité  (2)  de  l'application  précédente. 

26.  En  appliquant  l'expression  (V),  les  rapports  (i)  de- 


(  '7) 
viennent 

cot(D,  B)  —  cot(D,  A)        cot(D,  C)  — cot(D,  B) 

^    ^    cot(D,  C)  — cot(D,  A)'       cot(D,  C)  — cot(D,  A)' 

Ces  expressions  portent  le  nom  de  rapport  anharmonique  du 
faisceau  des  quatre  droites  A,  B,  C,  D.  Elles  peuvent  se  dé- 
duire des  rapports  (2). 

Dans  ces  rapports,  il  n'entre  que  les  angles  qu'une  des  droites 
fait  avec  les  trois  autres. 

Les  rapports  (2)  sont  exprimés  en  fonction  des  distances  de 
l'un  des  points  aux  trois  autres.  On  peut,  en  effectuant  au 
numérateur  et  au  dénominateur,  les  mettre  sous  la  forme 

,    ,,  ab     bd  hc     bd 

ac     cd  ac    ad 

De  même,  les  rapports  (3)  peuvent  s'écrire 

sin(A,  B)    sin(B,  D)         sin(B,  C)    sin(B,  D) 
^     '     sin(A,  C)*sin(C,D)'        sin(A,C)'  sin(A,D)' 

27.  On  peut  opérer  sur  les  rapports  (2)  comme  sur  les  rap- 
ports (i). 

Les  quatre  points  a,  è,  c,  d  donnent  lieu  à  un  faisceau  de 
quatre  droites  A,  B,  C,  D.  Désignons  par  E  la  droite  passant 
par  le  centre  o  et  par  le  sommet  m  du  faisceau  des  droites  A , 
B,  C ,  D,  et  par  a,  Z> ,  c,  «?,  e  les  points  d'intersection  d'une 
transversale  quelconque  et  de  A,  B,  C,  D,  E5  en  appliquant 
l'expression  (II),  les  rapports  (2)  deviennent 


(4) 


I 

I 

I                     I 

I          I         I 

I 

I          I           I          I 

eb        ed       ea 

I 

ed 

5 

ec       ed       eb       ed 

I 

I                     1 

I            I           I 

I 

I          1           I          I 

ed        en         ed        ce        cd       ea        ed 


Considérons  le  premier  de  ces  rapports;  effectuons  au  nu- 

2 


(>8) 
mérateur  et  au  dénominateur,  il  vient 


(4') 


ca 

I 

Vb 

'7h~ 

I 

1^1 

ea 

l 

ec 

ab    bd 

ne  '  cd 


1  I 

ec       ed 


ch 

ca 

bd 

ec 

ca 

(G.sup.,  33.) 

cd 

ad 

c'est-à-dire  qu'il  représente  le  rapport  anharmonique  des  quatre 
points  en  fonction  des  distances  de  ces  points  à  un  point  arbi- 
traire. 

Ce  rapport  peut  encore  s'écrire 


(4") 


28.  A  Faide  de  la  forme  (4^),  on  trouve  facilement  les  dif- 
férentes formes  que  prend  Tun  des  rapports  anharmoniques  de 
quatre  points  lorsque  l'on  rapporte  successivement  les  dis- 
tances à  chacun  de  ces  points.  Il  suffit,  pour  cela,  de  supposer 
successivement  ert,  eZ>,  ec,  ed  égal  à  zéro. 

Exemple.   Le  rapport  (4')  peut  s'écrire 

iib_ 
7b 


I 

ed 


ac 
ec 


I  I 

ec        ed 


T  ab        ac  ,  ,  .  -1      •      . 

Lorsque  ea  =  o,  -r  et  —  sont  égaux  a —  i  et  il  vient 


eb       ec 


I  I 

ac        ad 

ab        ad 


(  >9) 
29.   En    appliquant    rexpressiou    (V)    aux    rapports    (2 


on  a 


(5) 


cot(E,  B)~-cot(E,  D)       cot(E,  A)  —  cot(E,  D) 


,  .  .  .  , 


cot(E,  C)  —  cot(E,  D)       cot(E,  A)  —  cot(E,  D) 
que  l'on  peut  déduire  de  (4). 

30.  Si  l'on  opère  sur  (4)  comme  on  a  fait  sur  (2),  on  ar- 


rive a 


(6) 


I         1          I 

I         I 

I                   I                   I 

fb       fo        fd 

fe      fa 

fe      fd       fe 

I 

1 

I                  I 

I                                        I 

I         1         1 

I                    I 

1                  I                     I 

fc       fe       fd       fe       fa       fe      fd      fe 

rapport  anharmonique  des  quatre  points  a,  h^  c,  d^  dans  le- 
quel il  entre  deux  points  arbitraires. 

A  cette  forme  en  correspond  une  autre  analogue  pour  le  fais- 
ceau de  quatre  droites. 

On  peut  opérer  sur  (6)  comme  sur  (2)  et  (4),  et  ainsi  de 
suite. 

31.  Pour  appliquer  celle  dernière  forme  du  rapport  an» 
harmonique,  nous  allons  chercher  les  équations  à  quatre 
termes  exprimant  la  division  homographique  de  deux  droites. 

Soient  a,  h^  c,  d  et  a',  h' ^  d ^  d'  des  points  correspondants 
sur  les  deux  droites^  e,  /des  points  arbitraires  de  la  première; 
e',  f  des  points  arbitraires  de  la  seconde. 

Si  Ton  exprime  l'égalité  des  rapports  anharmoniques  des 
points  a,  Z>,  c,  d  et  a',  è\  c',  d'  à  l'aide  de  la  formule  (6),  en 
supposant  fixes  tous  les  points,  à  l'exception  de  b  ctb\  il  vient 

2. 


(  2"  ) 

une  équation  de  la  forme 


P' 


—  7  — : V 


Jh      fe  f'h'      fe' 

a,  j3,  y,  a^,  j3',  y'  désignant  des  constantes  5  d'où  une  autre  de 
la  forme 


(7) 


De  celle-ci  l'on  déduit  les  deux  suivantes  : 

1®.  En  réduisant  entre  parenthèses,  on  a  une  équation  de  la 
forme 

^^  fb^fF'^    fb'^  ^7^''^'"^^    (G.. m/..,  137), 

dans  laquelle  il  entre  deux  points  arbitraires  sur  chacune  des 
droites. 

2°,  En  effectuant  les  produits  indiqués 

que  Ton  peut  écrire  ainsi  : 

(9')  fb,f'b'-h\.fb  +  i>^.f'b'  +^.z=zo.     [G.sup.^iZi.) 

32.  Ces  équations  renferment  comme  cas  particuliers  les 
différentes  équations  auxquelles  conduisent  les  formes  (2)  et  (4) 
du  rapport  anharmonique. 

La  forme  (2)  donne,  par  exemple, 

I  I  I  1 

db~d^__lT'~1â' 

III  I 

de  ^dâ        IFP  "~r/V 


{^'  ) 

Si  les  points  a,  c,  d,  a' ^  c',  â!  sont  fixes,  on  a  une  équation  de 
la  forme 


dh 
d'où  les  deux  suivantes 


\h        da~~^\d'h'       d'à')' 


ha       h' a' 

db'  ;^.  =  ^«°«»«"tc, 


relations  qui  sont  évidemment  contenues  dans  les  équations  (8) 
^^  (9)' 

33.  On  trouvera  facilement,  en  appliquant  l'expression  (V), 
l'équation  à  quatre  termes  qui  exprime  que  deux  droites  tour- 
nant autour  de  deux  points  fixes,  forment  deux  faisceaux  ho- 
mographiques.  On  peut  aussi  la  déduire  de  l'équation  (7). 

On  arrive  à 

i[cot  (F,  B)  —  cet  (F,  E)]  [cet  (F',  B')  —  cot(F',  E')] 
-+->[cot(F,B)  — cot(F,  E)] 
-h  fx  [cet  (F',  B')  —  col  (F',  E')]  -I-  V  =  0, 

D'où  les  deux  suivantes  : 

•        sin(B,E)    sin(BSE^)       "  sin(B,  E)  sin(B^E^) 

^    ^   sin{F,B)'sin(F',B')"^    sin  (F,  B)  "^  f^sin  (F',B')  "^    ~    ' 

(!2)    cot(F,  B)cot(F',  B')-h>cot(F,  B)-hpcot(F',B')-f- v  =  o. 
Cette  dernière  expression  peut  s'écrire 

I  I  À  |X  

^'^Ung(F,B)^tang(F',B')"^tang(F,B)'^tang(F,B')"*"'~''' 

ou  encore 

{12")  tang(F,B)lang(F,B')4-Xiang{F,B)-t-fAtang(F',B')-hv=:o. 


22    ) 


V.  —  Systèmes  de  coordonnées. 

34.  Soient  A,  13  (Jig.  5)  un  système  d'axes  et  m  un  point 
quelconque 5  de  ce  point,  menons 
Q  parallèlement  à  B  et  P  paral- 
lèlement à  A.  Les  coordonnées  du 
point  m  sont 


y 


X  =  ot. 


F%.  6. 


Transformons    la  fig.   5.    Soient 
(^i^.  6)   Oi  le  centre  de  la  courbe  directrice,  a,  ^  les  pôles 

des  axes,  M  la 
polaire  du  point 
/7i,  p  étales  pôles 
des  droites  P  et 
Q ,  T  et  S  les  po- 
laires desj  points 
^  et  ^,  O  la  po- 
laire deTorigine. 
Menons  les  trans- 
versales H,  H'  et  appliquons  l'expression  (II) 

—  OSz=z  —  {~^^  ^ 

o^a  \ef      eg)  smgea 

—    —{A(l I  \      I 

Oib\e'f'    .    e' g' j  %\ïi  g' e' b 

Si  l'on  substitue  ces  valeurs  dans  l'équation  d'une  courbe 
quelconque,  on  obtiendra  l'équation  de  sa  courbe  polaire  ré- 
ciproque, celle-ci  étant  déterminée  par  ses  tangentes. 

On  est  ainsi  conduit  au  système  suivant  :  C,  D,  H,  H'  sont 
des  droites  fixes  5  a,  ^,  e,  e',  ^,  ^  sont  des  points  fixes,  l'é- 
quation de  la  courbe  établit  une  relation  entre  ef  et  e'f\  les 
droites  af  al  bf  déterminent  p  et  «7,  et,  par  suite,  M  qui  en- 
veloppe la  polaire  réciproque  de  la  courbe  donnée. 

35.  Ce  système  se  simplifie  et  l'on  n'a  plus  que  deux  droites 


(  ^3  ) 
foroiaiit  axes,  et  deux  points  fixes  sur  ces  axes,  lorsque  H  se 

confond   avec    D    et   H'   avec   C. 

Dans  ce  cas  [fig-  7)  (*) 


oa 


1  \oq       ob  ]  sin  bo 

\  \op       oa  J  sm  poo 

c 

La    substitution    de    ces    valeurs 

dans  Téquation  d'une  courbe  quelconque  donne  l'équation  de 
sa  courbt;  polaire  réciproque  déterminée  par  ses  tangentes, 
ou,  en  d'autres  termes,  l'équation  par  tangentes  de  sa  polaire 
réciproque-,  l'équation  ordinaire  d'une  courbe  étant  l'équation 
par  points,  c'est-à-dire  servant  à  construire  la  courbe  par 
points. 

Les  valeurs  (2)  peuvent  se  mettre  sous  la  forme 

/  =  —  -+-?» 
f  J?  = 1-7. 

\  op         ' 

ob 
pa 

^  oa 

et  lorsque  les  points  a  et  h  sont  à  l'infini,  les  valeurs  {1) 
deviennent 

S 

op' 
â  désignant  l'inverse  du  sinus  de  boa. 


(*)  Nous  avons  conserve  la  leltrc  o  pour  l'origine  des  nouveaux  axes;  O  est 
la  polaire  de  l'ancienne  orip'ino. 


Enfin,  lorsque  les  axes  sont  rectangulaires,  les  valeurs  (2 


deviennent 

(2-1 

]              oq         00 
\             oa        op 

et  si  les  points  a  et  h  sont  à  l'infini ,  on  a 

f    X——' 

36.   Considérons ,  par  exemple ,  l'équation  d'une  droite 

\x  -^  ^y  =  I . 

En  y  substituant  les  valeurs  (2),  on  a.  l'équation  de  sa  polaire 
réciproque,  c'est-à-dire  l'équation  d'un  point 

(3)       >(_L_-L\_L_  +  JJ___L)^J_  =  ,. 

\op       oa )  sm poD       '    \oq        00 /  sm  00a 

D'où  les  deux  suivantes  correspondant  aux  valeurs  (2')  et  (2'') 
de  X  et  dey, 

(3')  .  1-4.  Ji=:,, 

.op        oq 

(3")  ,Pf+^î^:=,.       ■  ■      .  . 

op  •  oq  . 

L'équation  (3)  est  de  même  forme  que  Péquation  de  la  droite. 
Nous  conserverons  aux  quantités 


\op       oa  j  sin poh 

(  '      ']  .'    . 

\oq        ob  I  sin  boa 

la  dénomination  de  coordonnées  et  nous  les  représenterons 

III  ,         ,  I  , 

par  -  et  -^  -  co?  rcspondant  a  x  cl  -  a  r. 

r      'I   r  '        ^  q 


(  ") 

D'après  cela ,  on  peut  dire  que  réquation  par  tangentes  de 
la  polaire  réciproque  d'une  courbe  de  degré  m  est  aussi 
du  degré  m. 

L'équation  du  point  est  alors  l'équation  du  premier  degré, 

(4)  '^Âi-^'-i^'- 

Dans  ce  système  la  droite  est  représentée  par  deux  équations 
telles  que  (4). 

37.  Considérons  encore  l'équation  d'une  circonférence  rap- 
portée à  un  système  d'axes  rectangulaires 

(5)  •  (a:-'ky-^{y^-y.y=v\ 

Nous  verrons  plus  loin  (51)  que  la  polaire  réciproque  d'une  cir- 
conférence est  une  courbe  du  second  degré  dont  l'un  des  foyers 
est  au  centre  de  la  courbe  directrice.  D'après  ce  qui  précède, 
on  peut  écrire  immédiatement  pour  équation  de  cette  courbe 

Si  les  points  «  et  ^  sont  supposés  à  l'infini ,  on  a 


7 

=  V"'. 


Si  la  circonférence  donnée  est  rapportée  à   son  centre,  son 
équation  est 

jT»  H-  j'  =  v^ 

1 /équation  de  sa  polaire  réciproque  est  de  la  forme 


et  lorsque  les  points  a  et  h  sont  à  l'infini ,  on  a 


7)  ^-.-L-... 


op*        oq' 


(  .6  ) 

équation  d'une  cii confcrcutc ,  puisque  la  polaire  réciproque 
d'une  circonférence  par  rapport  à  une  autre  qui  lui  est  con- 
centrique est  encore  une  circonférence. 

38.  Les  valeurs  (2)  ont  été  obtenues  en  appliquant  l'expres- 
sion (II);  l'expression  (V)  conduit  à 


8 


f  jc=r-i-[cot(D,  T)  — cot(D,0)], 


qui  donnent  lieu  aux  formes  suivantes  de  l'équation  du  point 

(9)     X[cot(D,  T)  —  cot(D,  0)]4-pt[cot(C,  S)  —  cot(C,  0)]=  i, 

(9') 

(9"')  l  cet  (D,  T)  +  f;.cot(C,  S)  = 


sin(T,  O)    ,       sin(S,  0)__ 

sin(D,  T)  "^  ^  sTntcrs]  ~  ^' 


On  sait  {Géométrie  supérieure,  49^)  que  l'équation  (9')  peut 
se  transformer  et  qu'elle  conduit  à  une  équation  homogène  du 
premier  degré  entre  trois  variables. 

39.  Les  valeurs  (2)  ne  sont  applicables  que  lorsque  l'on  a 
l'équation  par  points  d'une  courbe;  nous  allons  actuellement 
chercher  les  valeurs  nécessaires  pour  transformer  l'équation 
par  tangentes  d'une  courbe  donnée. 

Pour  cela,  transformons  là  fi  g.  7.  Soit  (fig-  8)  le  résultat 
Fig.  8.  de    la    transformation , 

g;  menons  les  transversales 
G  et  G'.  En  appliquant 
l'expression     (  II  )     aux 
Q,      coordonnées 


^^ 

'  m 

B 

P 

(--- 

\oq        nb } 

1       ' 
'  sin  boa 

P 

£ 

sin  pob 

(  ^7 


on  a 


'°''^""4(T 


de  même  poui 


\.^_L_  '/JL_J-\  .   ' 

/  sin  nid       \  ih       in  )  sm    nid 


I  sm .  boa 


En  substituant  ces  valeurs  dans  l'équation  par  tangentes 
d'une  courbe  donnée,  on  obtient  l'équation  par  points  de  sa 
polaire  réciproque. 

On  est  ainsi  conduit  au  système  suivant  :  E,  F,  G,  G'  sont 
des  droites  fixes;  c,  //,  /,  /i,  n,  i' ^  li',  n'  sont  des  points  fixes, 
l'équation  par  points  établit  une  relation  entre  il  et  i' V  \  les 
droites  dl  et  cl'  déterminent  le  point  ni  qui  décrit  la  polaire 
réciproque  de  la  courbe  donnée. 

40.  Ce  système  se  simplifie,  et  Ton  n'a  plus  que  deux  axes 
et  deux  points  fixes,  lorsque  G  et  A  se  confondent  avec  F, 


G' 
cas 

et  15  avec  E. 
{fie- 9) 

1  •_ 

Dans 

ce 

(-> 

1           ol 

)  \ 

i  I 

I 

oc 

I 

\p'~  I 

\            ol' 

~~ml 

Il  n'entre  pas  de  sinusc 
dans  ces  valeurs,  parce  que  l'angle  des  axes  de  là  fig.  g  est 
égal  à  celui  des  axes  de  la  fi  g.  y. 
Les  valeurs  (i  i)  peuvent  s'écrire 


{'>') 


ol 

\7,=  "'T 

il  ,    ol' 

Ir^^'-TTi 


(  .8  ) 
Lorsque  les  points  c  et  fl  sont  à  Tinfini,  elles  deviennent 

p 

Ai .  On  peut  arriver  directement  aux  valeurs  (i  i)  en  trans- 
formant l'équation  par  tangentes  ayant  pour  coordonnées 

I  I 


q        oq  sin  boa 


I  I 


p       op  smpob    , 

Cette  transformation  conduit  à  la  fig.  9,  et  Ton  trouve  les 
valeurs  (11)  en  prenant  les  axes  pour  transversales. 

^' 

42.  Au  lieu  de  prendre  les  axes  pour  transversales ,  pre- 
nons U  qui  passe  par  le  point  m  et  qui  est  parallèle  à  O. 

Appliquons  Fexpression  (IV) ,  il  vient 

i  ^  od  , 
—  ^=  à  .  —-  mm'  ^ 
q  va 

\    p  V   C 

Abaissant  ow  perpendiculaire  sur  O,  on  a 

ow  od        oc 


pd        v'c 


par  suite 


iî= 


mm 

ow  -t 

mm' 

'  ^   I         ^         mm' 

-  =    à  .  ow   : 

P  mm 


45.  Enfin ,  prenant  pour  transversale  la  droite  R  qui  passe 
par  l'origine  et  par  le  point  m , 

\  om        or  I  sm  rod 

(.3) 


P 


om       or I  sm  j 


•   (  29  )      ^ 
Lorsque  la  droite  O  est  à  rinfiui , 

l  -  =  ^ .  om  .  sin  rod , 

(.3')  :  1 


—  =  § .  om .  sin  roc 
P 


Lorsque  les  axes  sont  rectangulaires,  on  obtiendra,  à  l'aide 
de  ces  formules ,  l'équation  par  points  en  coordonnées  polaires 
de  la  polaire  réciproque  d'une  courbe  donnée. 

On  peut  remarquer  qu'en  prenant  pour  centre  de  la  courbe 
directrice  l'origine  de  rayons  vecteurs  p  d'une  courbe  donnée 

par  son  équation  polaire,  il  suffit  de  changer  p  en  -  dans  cette 

équation,  pouf  obtenir  Téquation  par  tangentes  de  sa  polaire 
réciproque.  Dans  ce  dernier  système,  la  tangente  est  détermi- 
née par  sa  distance  au  pôle  et  par  l'angle  qu'elle  fait  avec 
Torigine  des  angles. 


44.  Comme  application  de  ces  différentes  valeurs  de-  et 

q 

de  -»  transformons  l'équation  du  point.  Celte  équation  est 

>-  -f-a-  in:  I. 
P  1 

En  y  substituant  les  valeurs  (i  i) ,  il  vient 

(»4)  ^- — T^^'x — r  =  '' 

oV        ad  ol        oc 

d'où  les  deux  formes  suivantes  correspondant  aux  valeurs  (i  i') 

et(ii'')- 

(4)  >-  +  ,.-  =  ,,       . 

(i4")  \.ol'  -hi^.ol  =  I. 

L'équation  (i4')  est  de   même  forme  que  l'équation  du 
point  (3'') 


(3o) 
En  substituant  les  valeurs  (12)  dans  l'équation  du  point, 
on  a  pour  équation  de  la  droite  une  équation  de  la  forme 

,    w,  ^  nim"  mm' 

équation  homogène  du  premier  degré. 
En  substituant  les  valeurs  (i3%  on  a 

\  . om  . sin  roc  -f-  ii.om  . sin  rod  =  1  ; 
d'où 

(16) 


X  sin  roc  -f-  y.  sin  rod 


Lorsque  les  axes  sont  rectangulaires,  cette  dernière  équation 
représente  l'équation  de  la  droite  en  coordonnées  polaires. 

45.  L'équation  par  tangentes  d'une  circonférence  rapportée 
à  des  axes  rectangulaires  passant  par  son  centre  est  (37) 

-^  -h  -^  =  «>% 
op^        oq^ 

par  suite ,  l'équation  par  points  de  sa  polaire  réciproque  est 

\ol'       odj  \ol        oc) 

équation  qui  représente  une  courbe  du  second  degré  dont  le 
foyer  est  à  l'origine,  les  axes  étant  rectangulaires. 

On  peut  écrire  cette  équation  de  la  manière  suivante  : 

<■'■)       >(î^:y-' &')■=■■ 

46.  Les  valeurs  (11)  ont  été  obtenues  à  l'aide  de  l'expres- 
sion (II)  ^  en  employant  l'expression  (V) ,  on  trouve 

1        ^  od 


q  cot(E,  Q)--cot(E,  O) 

p         '  cot(F,  P)  — cot(F.O) 


(3.   ) 

47.  Remarque.  —  Les  valeurs  (2)  permetlcnt  d'obtenir  pour 
iliaque  résultat  de  la  géométrie  ordinaire  un  résultat  corres- 
pondant dans  le  système  par  tangentes  ^  on  établit  directement 
ce  dernier  en  transfor  mant  successivement  les  différentes  équa- 
tions qui  ont  conduit  à  celui  d'où  l'on  est  parti.  Par  exemple, 
l'équation  (5)  est  une  conséquence  du  carré  de  l'hypoténuse  5 
il  suffit  donc  de  s'appuyer  sur  le  théorème  (15)  pour  éta- 
blir directement  l'équation  (6).  Dans  l'application  qui  suit, 
nous  allons  donner  un  exemple  détaillé  de  ce  genre  de  trans- 
formation. 


VI.  —  Transformation  de  démonstration. 

48.  Si  trois  coniques  ont  une  corde  commune,  les  trois 
autres  cordes  communes  se  coupent  au  même  point. 

En  transformant  ce  théorème ,  on  trouve  le  suivant  : 

49.  Si  trois  coniques  ont  deux  tangentes  communes^  les 
trois  points  d^ intersection  des  autres  systèmes  de  tangentes 
communes  sont  en  ligne  droite. 

C'est  à  la  démonstration  de  ce  théorème  que  nous  allons 
arriver  en  transformant  celle  de  (48).  Transcrivons  d'abord 
cette  dernière. 

Prenons  pour  axe  des  abscisses  la  corde  commune  auK  trois 
coniques ,  l'origine  étant  à  l'une  des  extrémités. 

Les  équations  des  coniques  sont 

Îay^  -jf-  bxy  -h  jr^  4-  dy  —  Lx  =  o, 
fl'r'  ■¥  b'  xy  -\-  .r'  -h  d'y  —  Lx  =  o, 
a'y'^-h  b'xy  H-  x^-j-  d" y  —  Lx  =  o. 

Combinant  deux  à  deux  ces  équations  et  supprimant  le  fac- 
teur commun ,  on  a 

/  [a  —  a')  y  -^{h  —  h')j:  -^  d  —  d'  z=z  o, 

(2)  <  (fl—  a")y^{b  —  b")x-^  d  -~d"  =  o, 

(  (^a'—a")y-h  {b' —  b")  x -\- d' —  d"  =  o. 

Ces  équations  représentent  trois  droites  qui  passent  par  les 


(3.) 
points  d'intersection  des  coniques,  ce  sont  donc,  les  équations 
des  cordes  communes.  La  troisième  équation,  étant  une  com- 
binaison des  deux  premières ,  contient  le  point  d'intersection 
des  cordes  représentées  par  ces  équations -,  par  suite,  les  trois 
cordes  se  coupent  au  même  point. 

50.  Remplaçons  dans  les  équations  (i)  y  par 

i._j_\    ■_ 

7q        ob  j  sin  h 


boa 


et  X  par 


op 


oa  j  smpob 


On  a  pour  les  équations  des  polaires  réciproques  des  trois  co- 
niques données 

\oq        ob  J  \oq         ob  )    \op        oa  ) 

\op         oa  j  \oq         ob  j            \op        oa  j 

\oq         ob  I  \oq         ob  J   \op         oa  J 

\op        oa  I  \oq        ob  j          \op        on  J 


(3) 


a»     ±.--\   +b" 


oq 


ob 


oq        ob  j   \op        oa 

\op       oa  J  \çq        ob  J  \op       oa  j 

Il  est  facile  de  voir  que  les  courbes  représentées  par  ces  équa- 
tions sont  tangentes  aux  deux  mêmes  droites. 
En  effet ,  ces  équations  sont  vérifiées  par 


I  I 


oq 


o     et =  o> 

op        oa 


équations  qui  représentent  la  droite  ah  dont  les  coordonnées  à 
l'origine  sont  ob  et  oa,  ah  est  donc  déjà  une  tangente  com- 
mune aux  trois  courbes. 


(  33  ) 
Les  équations  (3)  sonl  aussi  vérifiées  par 


II    II 

oq         ob  op        oa 


équations  qui  représentent  une  droite  hc  dont  l'ordonnée  à 
l'origine  est  ob  et  dont  l'abscisse  à  l'origine  oc  est  telle  que- 


-  =  -  +  '; 

OC         oa 


hc  est  donc  aussi  tangente  commune  aux  trois  courbes. 

Combinons  deux  à  deux  les  équations  (3)  et  supprimons  le 

facteur  commun r->  il  vient 

oq  ob 

I   ^  \oq       ob J         ^  '  \op       oa ) 

(4,       („_«»,(^_^)  +  (,_i»)(^-„-;;)  +  D-D"=o, 

[(«W)(f^-^)  +  (*'-6")(^-^)+D'_D"  =  o. 

Ces  équations  représentent  les  trois  points  d'intersection  des 
systèmes  des  tangentes  communes  aux  courbes  (3).  La  troi- 
sième étant  une  combinaison  des  deux  premières,  le  point 
qu'elle  représente  se  trouve  sur  la  droite  représentée  par  les 
deux  premières  équations;  par  suite,  les  trois  points  d'in- 
tersection des  tangentes  communes  se  trouvent  sur  une  même 
droite. 

On  peut  remarquer  que  le  théorème  (48)  renferme  le  théo- 
rème de  Pascal ,  et  que,  par  suite ,  le  théorème  (49)  renferme 
le  théorème  deBrianchon. 

51.  Avant  de  commencer  la  transformation  d'une  démons- 
tration géométrique,  nous  allons  chercher  la  polaire  réci- 
proque d'une  circonférence,  ce  qui  donnera  la  forme  sous 
laquelle  nous  considérerons  les  coniques. 

L'enveloppe  d'une  droite  M  également  distante  d'un 
point  fixe  d  est  une  circonférence. 

3 


Fig.   10. 


(  34  ) 
Soient  [fig-  lo)  o  le  ctnitre  de  la  courbe  direetpice,  D  la  po- 
laire du  centre  d^  m  le 
pôle  de  la  droite  M  tan- 
gente à  la  circonférence 
au  point  p.  Le  rayon  dp 
étant  perpendiculaire  sur 
M,  on  l'exprime  d'après 

(13)  par -,\  donc 


D 

t. 

1 

/^ 

m' 

0                                          j 

om        ont 


(5) 


const. 


om       om 


On  a  ainsi  l'équation   du 


lieu  des  points  m.  On  peut  l'écrire 


constante  (*). 


Abaissons  sur  D  les  perpendiculaires  od^  ,  mr,  nous  aurons 


mm 

om' 


rm 

Z7' 


par  suite 


rm  ,,    ,       rm 

—  r=:  constante;       cl  ou      —  =  constante. 

om.d^o  om 

Donc  : 

52.  Le  lieu  des  points  m  est  une  conique  ayant  powfojer 
le  point  o,  centre  du  cercle  directeur  y  et  pour  directrice  la  po- 
laire D  du  centre  d. 

Pour  obtenir  la  polaire  P  du  point  p^  il  suffit  d'élever  sur 
om  la  perpendiculaire  ot  et  de  mener  tni.  Cette  droite  étant  la 
polaire  du  point  ^  est  tangente  à  la  conique. 

En  appliquant  (IV)  pour  exprimer  dp^  on  a 


dp  =z  —  =z  constante. 
nl 


{*)  On  voit  facilement  que  cette  constante  est  égale  à  l'inverse  du  pararmètre 
de  la  conique. 


(35) 

Si  l'on  abaisse  li  perpendiculaire  sur  om ,  oi  est  constant  puis- 
que hl  esl  constant. 

Le  lieu  des  points  i  est  donc  une  circonférence  décrite  du 
foyer  comme  centre. 

En  appliquant  l'expression  (VIII) ,  on  a 

diPx 


dp  = 


od,  X  opx 


d'où 


opi 


=  constante. 


D'après  cela,  le  lieu  des  points  p y  est  une  circonférence.  On 
voit  donc  que  : 

Le  lieu  des  projections  du  foyer  dune  conique  sur  les  tan- 
gentes à  cette  courbe  est  une  circonférence^ 

53.  Considérons  actuellement  là  fig.  ii  et  sa  transformée 
(fig.  12)*,  o  est  toujours  le  centre  de  la  courbe  directrice.    Les 

Fig.    II.  Fi{T.   12. 


angles  (A,  C)  et  (B,  A)  étant  égaux,  les  angles  (a,  c)  et  (b^a) 
le  sont  aussi.  C'est  la  démonstration  directe  de  cette  dernière 
égalité  que  nous  allons  chercher. 

3. 


(36) 
Commençons  par  démontrer  que  (A ,  C)  =  (B,  A)  : 

dl  =  dn  sin  (B ,  A  ) 


(6) 

'  J/  ==  rfy9  sin  (  A ,  C  ) , 

d'où 

sin  (B,  A)  =  sin  f  A,  C), 
et,  par  suite, 

(B,A)=(A,C). 

Transformons  cette  démonstration . 

dl  étant  la  distance  du  point  c?  à  la  droite  A ,  on  a  (13^) 


on  a  aussi  (IIF 


oa        oa  ' 


dn=z—j r 

on       on 


dp  = , 

oe       oe 


sin  (  B ,  A  )  =  sin  (  6 ,  «  ) ,  sin  (  A ,  C  )  =  sin  («  ^  <r). 

Substituant  ces  valeurs  dans  (6),  il  vient 

;==r(-r -\  sin(^,  a), 

oa       oa!        \oh       oh  J         ^  ' 

,= -,     sm  (  «  ,  c)^ 

oa       oa         \oe       oe  f         ^ 

relations  que  l'on  peut  écrire  immédiatement ,  car  dans  l'angle 
(D,  N),  on  a 

\ oh       oh' I         \oa        oa  J  sin  ( anb ) 
Dans  l'angle  (D,  P),  on  a 

\oe       oe' J        \oa       oa'  j   sin[aoc) 
Remarquant  d'après  (5)  que 

I         I    i         I 

oh       oh'        oe       oe' 


(37) 
il  vient 

sin  [aob)  =  sin  {eioc), 
iVoù,  sur  la  figure, 

{b,a)  =  {a,  c). 

D'après  cela,  on  voit  que  : 

54.  Si  d'un  point  extérieur  a  ,  on  mène  (  (îg.  12)  deux  tan- 
gentes N,  P  à  une  conique ,  les  droites  ob  et  oc  qui  vont  du 

foyer  aux  points  oii  ces  tangentes  coupent  la  directrice  sont 
également  inclinées  sur  la  ligne  oa, 

55.  J^s  angles  (B,  A)  et  (A,  C)  étant  égaux,  on  a 

(A,H)  =  (E,A). 

De  même  (  è  ,  /z)  et  (a ,  c)  étant  égaux  ,  on  a 

(û,  h)={e,  a). 
Donc  : 

Si  d'un  point  extérieur  a ,  on  mène  deux  tangentes  N ,  P 
à  une  conique ,  la  ligne  oa  qui  va  du  foyer  de  la  conique  au 
point  a  est  bissectrice  de  l'angle  des  droites  oc ,  oh  qui  vont 
du  foyer  aux  points  de  contact  des  tungentes. 

(Prop.  proj.,  4^1.) 

56.  Comme  second  exemple ,  nous  allons  chercher  la  dé- 
monstration directe  de  l'égalité  des  angles  (h^f) ,  (f,  e). 

Démontrons  d'abord  que  (H ,  F)  =  (F,  E)  : 

c/n  dp 

sin  (H,  F)  ~sin  (F,  E)' 
d'où 

sin  (H,  F)  =  sin(F,  E), 
•et,  par  suite, 

(H,F)  =  (F,E). 

Transformons  cette  démonstration.  On  a 

dn  =  ~-^-L.,  sin  (H,  F)  =  sin  (/i,/), 

rf/>  =  ^  ——,  8in(F,E)  =sin(/',  ^)j 


(38) 
subslituant  ces  valeurs  ,  il  vient 

\ok       oh' )  sin(^,y)        \oe       oe' J  sin  (/",  e ) 

relation  que  l'on  peut  écrire  immédiatement ,  car,  dans  l'angle 
(D,  M),  ona 

oh       oh'/sin(hof)       \oe       oe')sm(eof) 

d'où 

sin  (  hof)  =  sin  (  eof) , 
par  suite , 

ih,/)  =  {/,e). 

Les  compléments  de  ces  angles  sont  aussi  égaux  ;  donc 

{/,b)  =  (c,/). 
D'après  cela  : 

57.  La  ligne  of  gui  va  du  foyer  au  peint  f  oh  la  corde  de 
vontact  eh  coupe  la  directrice,  est  la  bissectrice  de  V angle  des 
droites  obj  oc  qui  vont  du  foyer  aux  points  où  les  tan- 
gentes N,  P  coupent  la  directrice^  et  de  V  angle  des  droites  qui 
vont  du  foyer  aux  points  de  contact. 

(Prop.  proj.,  460.) 

58.  IIP  Exemple. —  L'angle  (C,  B)  est  double  de  (K,  G). 
En  effet, 

(C,I)  =  2^^"-2(I,K), 

(I,B)  =  2d-2(G,I); 
d'où 

CB=:2[2d  —  (G,K)]=  2(K,G). 

Transformant,  on  a 

(C,,)  =  2'l  —  2(/,X-), 
{iyb)  =  2^  —  2{g,i). 

Ce  que  l'on  peut  écrire  immédiatement  d'après  (54).  En  ajou- 


(39) 
tant  on  a 

{C,b)=.2[^''-{g,i)]=2{i,g). 

Comme  dernier  exemple ,  prenons  le  théorème  suivant  : 

59.  Si  autour  d'un  point  arbitraire  d'une  circonférence  on 
fait  tourner  un  angle  de  grandeur  constante ,  la  corde  que 
ses  deux  côtés  interceptent  dans  la  circonférence  enveloppe 
une  seconde  circonférence  concentrique. 

L'angle  inscrit  est  la  moitié  de  Tangle  au  centre  qui  inter- 
cepte le  même  arc.  D'après  cela_,  le  théorème  est  ramené  au 
cas  d'un  angle  au  centre  de  grandeur  constante.  On  remarque 
alors  que  la  distance  du  rentre  à  la  corde  sous-tendue  est  con- 
stante, d'où,  etc.  Suivant  pas  à  pas  cette  démonstration,  on 
arrive  à  la  démonstration  directe  du  théorème  obtenu  à  l'aide 
de  la  théorie  des  polaires  réciproques.  Voici  te  théorème  et 
sa  démonstration  directe  : 

GO.  Autour  du  foyer  dune  conique,  on  fait  tourner  un 
angle  de  grandeur  constante  :  les  côtés  de  cet  angle  coupent 
une  tangente  quelconque  en  deux  points,  de  ces  points  on 
mène  deux  tangentes  à  la  conique;  le  lieu  des  points  de  ren- 
contre de  ces  tangentes  est  une  conique  ayant  même  foyer  et 
même  directrice  que  la  conique  donnée. 

L'angle  (A,  g)  étant  constant,  l'angle  (c,  b)  Test  aussi  (58)  j 
par  suite,  l'angle  aoc ^  qui  est  la  moitié  du  supplément  de 
(c,  è) ,  est  constant. 

Dans  l'angle  (D  ,  P)  ,  on  a 


\oe       oe'  )        \oa       oa' 


.      .         ,                                  ..Il 
sin  \aoc\  est  constant,  ainsi  que -' 

^         '  ^  ^       oc        oe 

Donc 

;  =  constante. 

oa       oa 

Le  lieu  des  points  a  est  donc  une  conique  ayant  même  foyer 
et  même  directrice  qu9  la  conique  donnée. 


4o 


YII.  —  Expressions  de  Vaire  d'un  triangle. 
61.   Soit  abc  [Jig.  i3)  le  triangle  polaire  réciproque  d'un 


Fig.  i3. 


h       a'  f,    k       T 


triangle  ABC  dont 
nous  représenterons 
l'aire  par  S. 

Pour  obtenir  l'ex- 
pression de  S,  il  suf- 
fit de  transformer  la 
base  et  la  hauteur 
du  triangle  ABC.  Le 
côté  A  est  égal  à 

pa  /  I 


oa  \pn       pmj  sin  npa 


La  hauteur  qui  aboutit  à  A  est  égale 
oa       oa' J  ' 


donc 


pa  /   I 
22  =  ^  ' 


oa  \pn       pm j   sm  npa 


oa       oa' J 


Telle  est  l'expression  générale  de  2  dont  noiis  allons  cher- 
cher des  cas  particuliers. 

62.   Lorsque  le  côté  bc  est  à  l'infini ,  il  vient 
oa^  \i.npa        i,mpa ) 


expression  à  laquelle  on  parvient  directement  en  prenant  pour 
centre  de  la  courbe  directrice  l'un  des  sommets  du  triangle 
donné. 

Lorsque  la  transversale  passe  par  le  centre  o,  l'expression  (2) 
devient 


2v'z=: 


2  .//'  oa        1  .m'  oa 


(4'  ) 

Enfin ,  lorsque  la  transversale  est  parallèle  à  l'un  des  côtes, 
à  a^  par  exemple  , 

(2")  2  2'zz.-^—  =-i-  =  i    (*). 

^      ''  2..goa       gola       P 

63.   Lorsque  la  transversale  mn  passe  par  le  centre  o,  l'ex- 
pression (i)  devient 

,   ,,  aa'  /        I  I       \ 

'  oa!  \i.n'  oa        i,m' oa] 

Si,  en  outre,  cette  transversale  est  parallèle  à  l'un  des  côtés, 
on  a 

(l")  2  2 


oa'  p  ' 


de  même, 


que  l'on  peut  écrire 


hh'    i 
21=  -rr  —  y 
ob    p 

ce'     I 

22=—-  —  ' 
OC    p 


oa         r 

22 ,=-, 

aa        p 
ob'         I 


oc  l 

ce        p 


ajoutant,  on   a 

(oa'        ob'       oc'\        I        I  I 

aa         ob        ce  J       p       p        p 

La  quantité  entre  parenthèses  étant  égale  à  i. 


(3)  22=--f---f-- 

^  p     p      p 


{^)  p  désigne  ici  une  aire. 


(4^) 

On  arrive  plus  facilemenl  à  celte  expression  de  la  manière  sui- 
vante : 

L'aire  d'un  triangle  est  égale  à  la  somme  des  aires  des  trois 
triangles/,  l' ^  t"  ayant  pour  sommet  le  point  o  et  pour  bases 
les  trois  côtés  (*).  En  appliquant  Texpression  (2'')  à  chacun  de 
ces  triangles ,  on  a 

P  P  P 


En  ajoutant,  il  vient 


I        I         I 
P       P         P 


64.  On  peut  aussi  appliquer  l'expression  (2')  aux  triangles 
tf  t/,  t''  en  prenant  pour  chacun  d'eux  une  transversale  parti- 
culière. 

Prenant  pour  transversales  aa'^  bb',  ce',  on  a 

_/_! l_\  /j 1_\  /_I l_\ 

\b'oa       boa  J        \c' ob       cob  )        \a' oc       aocj'' 

on  a  aussi 

_  / J i_\        f_i i_\        /_j i_\ 

\coa       c'oaj        \boa        a' ob  J         \boc       b' oc  j 

Retranchant  ces  expressions  et  supprimant  les  quantités  égales 

telles  que  —  -, —  et  — -,  5  il  vient 
*  boa        aob 

I  I  I  I  II 

17 ^■~7~I~< 1 ^~ 1 r~I  +  77 =  0; 

b  oa       cob       a  oc       c  oa         aob       b  oc 

relation  que  l'on  peut  démontrer  directement  de  la  manière 
suivante  : 

Dans  l'angle  (E,  D),  on  a 

1  III 

b' oa        boa       coa        c' oa 


(*)  On  peut,   en  effet,  écrire,   quel  que  soit  le  point  o,   aob  ^  boc -t  coa 
pour  l'aire  du  triangle  ahc. 


(43 
Dans  l'angle  (D,  F) 


I  I     I  I 

a' oc        a  oc        boc        b' oc 


Dans  l'angle  (F,  E) 


I  I  I  I 

c'  ob       cob       aob       a'  ob 


Si  on  ajoute,  on  a  la  relation  précédente  que  l'on  peut  écrire 


b' oa        c' ob       a' oc       aoc'        boa!       cob' 
ce  qui  exprime  un  théorème. 

65.  Reprenons  l'expression  (i)  et  supposons  que  la  trans- 
versale nin  se  confond  avec  hc  ^  cette  expression  devient  alors 

(4)  ..  =  ?f;"(_L 1^); 

oa^   \i.ca  o       i.ba  o] 

d'où 


de  même 


j-    oa  /    I  I 

aa'        y   ca' o       ba' o^ 


r-       ob  /l  1 

ce'        y    bc'  o       ac'  o 
Ajoutant  ces  trois  égalités,  il  vient 

/-  /  oa         ob         oc\ 
'     \aa'       bb'       ce'  j 

~  ^  T^o"  bT'o'^  \J  'âF'o'~  Wo'^  \J  TJ 
La  quantité  entre  parenthèses  étant  égale  à  a,  il  vient 


1 

o      ac'  o 


+    U '~ 

\  y   bcf  o      ac' o 


{U  ) 

On  peut  arriver  directement  à  cette  relation  en  transformant 
le  théorème  suivant  : 

Étant  donnés  un  triangle  abc  et  un  point  quelconque  o , 
on  mène  de  ce  point  parallèlement  aux  trois  côtés  les  droites 
gh ,  ij,  kl ,  on  a 

sichg  -h  sjaji  -\-  sjblk  =  2  sjcba. 

66.  Pour  déterminer  S,  nous  n'avons  fait  usage  que  de 
l'expression  (II)  \  à  l'aide  de  l'expression  (V),  on  trouve 

i2  2  =  — -{coX-ioac)  —  coi{oab)\-\ ~  \co\.ioba)  —  cot(o^c)l 

H rcotfor;^) — cot(oc«)l, 


que  l'on  peut  écrire 

;  I  sin^«c  i  sinc^a 

(6')        \  .        . 

j  I  smact> 

1^  oc^  sin  aco  .  sin  ocb 

67.  A  l'aide  de  l'expression  (XF),  on  trouve 

g.ci,sin(E,D)    ^  /.g.sin(F,E)    ^    r/./.sin(D,  F)^ 

que  l'on  peut  écrire 

^   ,^  ,  siD^E,  D)       sin^(F,E)       sinHD,  F) 

(  «7'  )  42=  — 1 7 1 7 — -. 7 

^*  '  ^  d,oe,  e,of,  f,od, 

OU  encore 

sin^(g.,^.)    ,   sin^(/.,  c'.)    .   sin^(^.,/) 

^'     ^  '^tO^i  ^lO/i  /lOrf, 

68.  Appliquons  encore  l'expression  (XIF). 

Prenons  les  points  h  ^  c  sur  les  polaires  E  et  D  des  extrémi- 

,      ,      -  .1  .  11  ,         0<3  X  l>(^^  1) 

tes  de  la  base  A  du  irianele  donne.  — 7 — zz ^'Stl  expression 

de  cette  base. 


(45 

En  multipliant  par  —  >  ou  a 


I 
oa 

bac 


it  = 


i.hao.oac  ' 

de  même 

,  cba 

i.cbo.oba 


i.aco.ocb 
En  ajoutant,  il  vient 

\bao.oac       cbo.obn       aco.ocb) 

(8)  4z 


OU 

bac^ 
bao .cbo.aco 

69.  Remarques.  —  Eu  égalant  différentes  expressions  de 
2,  on  arrive  à  plusieurs  théorèmes. 
L'expression  (i^^)  peut  s'écrire 

ao  -h  on'         i         i        ao         i 

22  = X  -  =  -H 7X--, 

oa  p        p        oa        p 

d'où 

I         I      ao 

22 = ;. 

p       p    oa 

De  l'expression  (3)  ou  tire 

2  2  —  -  =  ^  -h  -^o 

p     p     p 

on  a  donc 

ao     \  I         I 

oa'    p      p'       p" 


ao        p        p         ûc'         ab' 
ort         />         /?  c  o         oc 

relation  connue. 

70.  En  égalant  les  expressions  (5)  et  (8),  on  a  le  théo- 
rème suivant  : 


(46) 

Étant  donnés  un  triangle  abc  (fig.  i3)  et  un  point  o  quel- 
conque^ on  a 

/   I  I  ^   ^        /    I  i 

y   ca' o       ha'  o         y   ah'  o       cb' o 

/   I  I      ubac 

V  hc' o       ac' o        sjcho .  bao .  aco 

1\  .  On  peut  transformer  l'expression  (8)  par  rapport  à  la 
circonférence  o,  en  employant  l'expression  (3).  Le  centre  o 
n'étant  pas  changé ,  le  triangle  abc  a  pour  polaire  réciproque 
ABC  dont  l'aire  est  2.  Du  point  o  menons  des  parallèles  aux 
côtés  A,  B,  C,  nous  obtenons  ainsi  trois  parallélogrammes 


TT,  Tî',  tt"^  on  a 


1  /  I        I         I 

bac=-(--h  —  -{-  — 

2  \  TT  TT  TT 


cbo  = — î      aco  z=z --)      bao  = ^ 

2  TT  2  TT  27r 


substituant  dans  (  8  ) ,  il  vient 


2  2  =  ^ — ^. 


D'où  le  théorème  suivant  : 

Etant  donnés  un  triangle  et  un  point  o  quelconque ,  si  on 
mène  de  ce  point  des  parallèles  aux  trois  côtés,  on  obtient 
trois  parallélogrammes  tt  ,  n',  i:'\  et  l'on  a 


2 .  tttt'  tt" 
pour  expression  de  Vaire  du  triangle. 

VIII.  —  Applications  des  expressions  de  2.   Transformation 
du  volume  du  tétraèdre. 

72.  Tous  les  triangles  circonscrits  à  une  même  circonfé- 
rence sont  tels,  que  le  rapport  de  leur  surface  à  leur  péri- 
mètre est  constant. 


(47) 

La  circoufé^euce  se  transforme  en  une  conique.  Les  trian- 
gles ont  pour  polaires  réciproques  des  triangles  inscrits  dans 
cette  conique. 

Le  foyer  de  la  conique  est  au  centre  de  la  courbe  directrice  ; 
de  ce  point,  menons  des  parallèles  aux  côtés  de  l'un  des  tri- 
angles abc  inscrit  dans  la  conique. 

La  surface  du  triangle  correspondant  à  abc  est  exprimée  par 

la  moitié  de  -  H — :  H :r  Le  périmètre  de  ce  triangle  est  ex- 

P       P        P 

primé  par  •• 

oa        ob        oc 

h  — -h  — • 

P         P         P 

On  doit  donc  avoir 

1        I         i 

-  H-  —  -+-  — / 
P       P        P 

—  constante. 


oa       ob        oc 

—  -^-  —  +  - 
P        P        P 


En  employant  l'expression  (8),  on  a 
,  bac'^ 

4i  = 


bao .cbo .aco 

A  l'aide  de  l'expression  (XIF),  on  a  pour  le  périmètre 

oa        bac  ob         cba  oc        acb 

1     bao.oac         i      cbo.oba         2     aco  ocb 

On  doit  donc  avoir 

bac"* 


ao,cbo.ao 

_  ^  ::^  constante, 

oo  oc     \ 


,  oa  oo  oc 

bac h  -, r-  4 


oc      \ 
bao.oac    '   cbo.oba   '    aco. ocb / 

que  l'on  peut  écrire 

bac 

=  constante. 


oa .  cbo  -H  ob .  aco  -f-  oc .  bao 
73.    Tous  les  triangles  inscrits  dans    une   même   circon- 


(48) 

férence  sont  tels,  que  le  rapport  du  produit  de  leurs  trois  côtés 
à  leur  surface  est  constant. 

Les  triangles  se  transforment  en  triangles  circonscrits  à 
nne  conique  dont  le  foyer  est  au  centre  de  la  courbe  direc- 
trice. Conservant  les  mêmes  notations  que  précédemment, 
on  a 

I        I         I 

2  2  =  -  -h  —  -4-  ~7  • 

p     p     p 

Le  produit  des  trois  côtés  est  exprimé  par 

oa.ob.oc 


p.p'.p"  ' 


on  doit  donc  avoir 

oa.ob . oc 


P'P'  p" 

- — - — î =  constante, 


que  l'on  peut  écrire 

oa .ob  . oc 


,         ,   ,,  —,^=z  constante. 

PP'-^P'P"  +  PP 


En  employant  l'expression   (8)  pour  déterminer  2,  et  l'ex- 
pression (XIF)  pour  déterminer  les  côtés,  on  a 

oa.ob ,00.  bac 

— — =  constante. 

cDo . bao . aco • 

74.  Pour  dernière  application,  nous  allons  transformer 
l'aire  d'un  triangle  quelconque  dans  l'espace. 

Soient  o  le  centre  de  la  sphère  directrice,  s  le  pôle  du  plan  ^ 
contenant  le  triangle  donné,  2  l'aire  de  ce  triangle. 

Le  triangle  donné  a  pour  polaire  réciproque  untrièdre  dont 
le  sommet  est  s.  Par  les  côtés  du  triangle  donné,  menons  trois 
plans  parallèles  à  une  direction  arbitraire  D.  Ces  plans  ont 
pour  pôles  les  intersections  des  arêtes  du  trièdrc  et  d'un  plan  Ijl 


(49) 
perpendiculaire  à  D.  Le  plan  |||  les  coupe  suivant  un  triangle 
dont  nous  représentons  l'aire  par  a  et  dont  le  triangle  polaire 
réciproque,   par  rapport  à  la  circonférence  de  la  sphère  située 
dans  IP,  est  le  triangle  intersection  de  "1(1  et  du  trièdre. 

Dans  ce  dernier  triangle  et  par  le  point  o,  menons  des 
parallèles  à  ses  trois  côtés  5  nous  obtenons  trois  parallélo- 
grammes ,  et  Ton  a 

i         I         I 

P         P  P 

Mais 

(7  =  2  cos  (  "fl .  <&  )  =  2  sin  (  D .  ^  )  ; 
donc 

"•'"=sin(D.^)(;;+7^^)' 

I       / 1      I       I  \ 

sin(^,  T^)\P       P        P  I 
(5,  Ijl)  représente  Fanglede  la  droite  os  et  du  plan  "Jl. 

75.  A  l'aide  de  cette  expression ,  il  est  facile  de  transformer 
le  volume  du  tétraèdre. 

Prenons  pour  centre  de  la  sphère  directrice  l'un  des  sommets 
du  tétraèdre. 

La  hauteur  partant  de  ce  sommet  est  exprimée  par  — 

Le  volume  se  transforme  donc  en 


(0 


o.vsin(j,"y)  \P       P        p") 


Mais  o5sin(5,  IP)  est  égal  à  la  perpendiculaire  h  abaissée  du 
point  s  sur  le  plan  |p-,  donc  Texpression  (i)  devient 

ph^  p'h^  ^'7i  représentent  trois  fois  les  volumes  des  pyramides 
ayant  pour  sommet  le  point  s  et  pour  bases  les  parallélo- 
grammes /^,  p\  p" .  On  a  donc  pour  l'expression  du  volume 

4 


du  tétraèdre,  en  appelant  ^^,  p»',  i^^^  les  volumes  de  ces  pyra- 
mides 


I    /  ï        ï         ^ 

2  -^       -  +  "■+- 


le  plan  |ll  étant  arbitraire. 

Lorsque  ce  plan  est  parallèle  à  l'une  des  faces,  on  a  simple- 
ment pour  expression  du  volume  du  tétraèdre 


(3; 


8. 


Par  le  point  o,  on  peut  mener  un  plan  parallèlement  à  cha- 
cune des  faces  du  trièdre.  Ces  trois  plans  et  les  faces  du  trièdre 
déterminent  un  parallélipipède  dont  le  volume  est  3  p*!. 

En  appelant  P  ce  volume,  Fexpression  (3)  devient 


(4) 


6P 


76.  Si  l'on  considère  un  tétraèdre  S  quelconque  dans  l'es- 
pace, son  volume  est  égal  à  la  somme  algébrique  des  volumes 
de  quatre  tétraèdres  ayant  pour  sommet  le  point  o  et  pour  bases 
les  faces  du  tétraèdre  donné. 

En  appliquant  à  chacun  de  ces  tétraèdres  l'expression  (4), 
on  a 

{^)  ^  =  ^(4  +  ^.  +  ^ 


6  \P       P'       P"       P' 


Cette  expression  est  analogue  à  l'expression  (3)  de  2. 
Correspondant  à  Texpression  (8)  de  2,  on  trouvera 


(6)  C  = 


36  t.t'.t'.t" 


T  étant  le  volume  du  tétraèdre  polaire  réciproque  et  f,  t\  t",  t'" 
étant  les  volumes  des  tétraèdres  qui  ont  pour  sommet  le  point  o 


(  5i  ) 
et  pour  bases  les  faces  de  T.  Cette  dernière  expression  peut 
s'obtenir  à  l'aide  de 

I     S  s'  sxfiy' 


a,  (3,  y  sont  trois  points  arbitraires  sur  les  arêtes  du  trièdre, 
0  un  point  arbitraire  de  os.  sa^y,  5a|3cî,  sayd,  s^yd  repré- 
sentent des  volumes. 

On  peut  transformer  l'équation  (6)  à  l'aide  de  l'équation  (5), 
comme  nous  l'avons  fait  pour  le  triangle  (71). 

REMARQUES    GÉNÉRALES. 

77.  Toutes  les  expressions  de  ab  peuvent  être  facilement 
déduites  de  l'expression  (11)^  de  même,  lorsque  l'on  cberche, 
à  l'aide  de  plusieurs  de  ces  expressions ,  les  propositions  cor- 
respondantes à  une  proposition  donnée,  on  en  trouve  plusieurs 
qu'il  est  facile  de  déduire  de  celle  qu'on  obtiendrait  en  em- 
ployant l'expression  (II).  La  démonstration  directe  de  cette 
dernière  est  donc  seule  nécessaire;  elle  s'obtient,  comme  nous 
l'avons  vu ,  en  tmansformant  la  démonstration  de  la  proposi- 
tion d'où  l'on  est  parti.  Le  théorème  (4)  est  alors  un  lemme 
de  la  nouvelle  démonstration.  Pour  la  démonstration  du 
théorème  (15),  j'ai  employé  le  théorème  (2)  comme  lemme, 
parce  que  je  n'avais  fait  usage  que  de  l'expression  (I). 

78.  Toutes  les  fois  que  l'on  a  à  considérer  le  rapport  de 
deux  segments  consécutifs,  on  est  conduit  à  un  rapport  an- 
harmonique.  L'expression  (Ujpeut  donc  être  considérée  comme 
l'élément  du  rapport  anharmonique.  Dans  les  démonstra- 
tions on  introduit,  sans  nouvelles  constructions  et  avec  plus 
de  facilité,  cet  élément  que  le  rapport  anharmonique  lui- 
même. 

79.  Le  théorème  (2)  suffit  pour  établir  simplement  le  rap- 
port anharmonique  sous  les  formes  (2),  (4),  (6),  comme  nous 
allons  le  faire  voir. 


(52) 

La  propriété  la  plus  simple  d'un  faisceau  de  quatre  droites 
est  la  suivante  : 

Toute  parallèle  à  l'un  des  rayons  d'un  faisceau  de  quatre 
droites  est  partagée  dans  un  rapport  constant  par  les  trois 
autres. 

Soit  [fig.  i4)  ABCD 
le  faisceau  5  on  a  évidem- 
ment 

ab 

—  =  constante, 

ac 


Fig.   14. 


si  ac  est  constamment  pa- 
rallèle à  D. 


D'après  le  théorème  (2) ,  on  a 

\  ac'       ad)  sin  dam 
ab'       ad)  sin  dam        ab  sin  cam  ' 


ac  sm  cam 


ou 


I  I 

ac'        ad       ab 

=  —  =  constante. 

I  I  ac 


Le  point  a  est  quelconque  sur  A,  là  direction  ad  est  arbitraire, 
on  voit  donc  qu'un  faisceau  de  quatre  droites  coupe  une 
transversale  quelconque  de  telle  façon ,  que 


I 


I 


ab' 


I 


constante . 


On  est  ainsi  conduit  au  rapport  anharmonique  et  l'on  a  tout 
de  suite  la  démonstration  de  sa  constance  pour  une  transver- 
sale quelconque. 

Pour  d'autres  rapports  -r-,  ^-5 . . . ,  on  trouverait  aussi  faci- 


(  53  ) 
lement  les  rapports  correspondants.  Quant  aux  relations  qui 
existent  entre  ces  rapports,  elles  sont  évidentes  en  vertu  de 
l'identité  (2)  de  Tapplication  (III). 

Lorsque  l'on  considère  une  transversale  perpendiculaire  à  A, 
on  peut  imnaédiatement  transformer 


ac' 

— 

I 

1 

^ 

€t  obtenir  la  forme  (3)  du  rapport  anharmonique  d'un  faisceau 
de  quatre  droites. 

Le  rapport  — ^  = -7 ,    mais    [fiS'.  i5)    D  et  oc  étant 

^^  ab       oh  —  oa  ^«^  ^  ' 


Fig.   i5. 


parallèles, 


oc     ^\wcom 


\  oc'       ocl'  I  sin  r/' 


d'où 


(I  I  \    sin  Cl 

^  "■  ^')  sin  r/' 


com 
ont 


de  même 


(I  1  \    sin  com'* 

on'       cet  /  sin  d' oin 


on  a  donc 


ob 


(I  1   \    sin  Cl 


COAW 

uni 


1 

I 

1          1 
r?c       ocf        od! 

t            I 
oa'       od' 

ab                i 

I 

I  I  I  I 

Tb'"!^'     ^~^ 


{  54  ) 

On  trouve  ainsi  la  forme  (4).  La  transversale  od'  et  le  point  o 
sont  quelconques. 

Supposons  od'  parallèle  à  un  rayon  arbitraire  E.  Le  rapport 


1             I 

ac'        ad' 

1             I 

nb'        ad' 

I                         I 

oc'  —  oa'       od'  — 

oa' 

i                         I 

que  l'on  peut  écrire 


ob'  —  oa'        od'  —  oa' 

se  transforme  à  l'aide  de  la  transversale  oc"  et  conduit  à  la 
forme  (6)  du  rapport  anharmonique.  Les  différentes  formes  (  2  ) , 
(4),  (6)  du  rapport  anharmonique  ne  contiennent  que  les  dis- 
lances de  tous  les  points  à  un  seul ,  ce  qui  est  un  avantage  pour 
la  discussion  ,  lorsque  certains  points  sont  supposés  à  l'infini. 

80.  Dans  l'application  (\  ),  j'ai  été  conduit  aux  deux  sys- 
tèmes de  coordonnées  développés  par  M.  Chasles  [Géomélrie 
supérieure,  page  339).^  On  doit  pourtant  remarquer  que  j'ai 
donné  aux  coordonnées  une  forme  différente. 

On  obtiendra  les  premières  données  du  système  par  tan- 
gentes en  transformant  les  premières  données  de  la  Géométrie 
de  Descartes. 

81.  De  l'application  (VI),  il  résulte  que  non-seulement  la 
théorie  des  polaires  réciproques  conduit  à  des  propositions 
correspondant  à  une  proposition  donnée,  mais  qu'elle  en 
donne  aussi  des  démonstrations  directes.  Pour  les  démonstra- 
tions géométriques  des  propositions  obtenues  à  l'aide  de  la 
théorie  des  polaires  réciproques,  le  théorème  (2)  ou  le  théo- 
rème (4)  sont  toujours  des  lemmes  importants. 

82.  Dans  l'application  (VIII)  j  l'expression  (2)  représente 
un  théorème  que  l'on  peut  énoncer  ainsi  : 


(55  ) 

Soient  donnés  un  angle  trièdre  de  sommet  s  et  un  point 

fixe  o  par  lequel  on  mène  un  plan  coupant  les  faces  de 

V angle  suivant  ABC,  trois  parallèles  aux  côtés  du  triangle 

et  passant  par  le  point  o  partagent   ce  triangle  en  trois 

parallélogrammes  et  trois  triangles .  v,  i^,  v"  étant  les  volumes 

de  trois  pyramides  ayant  pour  bases  ces  parallélogramrnes 

1  III 

et  s  pour  sommet  commun,  la  somme  — h -,  H- -n  est  con- 

'  V  V  (' 

stante,  de  quelque  manière  qu'on  mène  le  plan  coupant  par 
le  point  fixe  o. 

Ce  théorème  nous  aurait  été  utile ,  si  nous  avions  traité  la 
question  de  l'espace.  Nous  avons  laissé  de  côté  cette  question 
qui  n'offre  pas  de  difficulté  d'après  ce  qui  précède. 
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TABLEAU  GENERAL 


FORMULES    DE    TRANSFORMATION, 


icjïiaonj 


Expressions  d'un  segment  de  droite. 

Fig.(^)         (I)        ab=(l-_L.\^±_. 
\od       oc J  sin  dom 

(II)     «*  =  ^(-L._i-\_i_. 

om  \pf      pe  j  sixx  fpm 

(III)  «i^-^fj- __lV 

^      '  om\vf'       ve'  I 


m')      «*-,.., 


om  \pf'       pe'  j 
i  I 


(IV)    «*=^.-^. 

.  om    r  f 


(IV)    «*=_, 


(V)  ab=z  —  [cot(S,  B)  --cot(S,  A)!, 

om  ^        ^  '  ^  '  ' 

(VI)  ab  =  J^{j--2-\. 

1 . 0/7/  \jprn       cpm  I 

(VI')      a*="-^(;^^ '-]■ 

1    \aom        com  I 

(vn)     ab^SI^      ' 


om  f"  pe"  m 

(vir)    «è  =  o,;;_L_. 

d"  oc    m 
(VIII)      «è=       '''^' 


Ofl,   X   0*1 


(57) 
(IX)      «*=^x-^. 

!X)        al-'  ^'"(*'«' 


om  sin  (  A,  S)sin(B,S) 


(XI)       al,  =  ^.^. 

^^^«,&,.sin(A,B)^ 

2.0,  0«, 

(XII)   ab=:i^.    ""'P    ■ 
(XII')  «i=îf:i.^fii_. 

2     a  mo .om  p 


Expressions  de  Vaire  dun  triangle. 

"     ^      "^  '  oa  \/?«       /^w/  sin  npa  \oa       oa  ) 

(i'       2ï  =  — ,    — r r— )• 

^     '  oa    \i,n  oa       i.m'  oa) 


(•)     ^^  =  ^'XF 

^  oa^\i.npa       i.mpaj 

(2')        22'=  r 

i.n'  oa       i.m  oa 

(y)  22'  =  -. 
p 

(3)  22  =  14-^  +  ^,. 

p     p     p 

I  f\  aa'^  l      \  I 

(4)  2  2  = r- 


l.ha'  o 


(5)  4v/ï  =  ^;;^„-^+v/^~*^ 

+  Vâ4 r- 

y    oc  o       ac  o 


(  58) 

(6)       22=  — -  [cot  {oac)  —  col  {oab)] 
•+--TZ  [cot {oba)  —  cot{obc)] 

H [cot  (ocb)  —  cot  {oca)]. 

I  sin  bac  i  sin  cba 

^     '  oa^  sin  bao. sin  oac      ob^  sin  c^o.sin  oba 

I  sin  «c^ 

oc'' sin aco. sin  ocb 

,      ,^^g.^.sin(E,D)    ^  /.g.sin(F,E) 

r/,/;sin(D,F) 
o<^  X/i  oc?, 

sin»(E,D)    .    sinMF,  E)       sin^D,  F) 

sin^(^.c?.)    ,   sin^/^.)       sin'(rf./.) 

(8)     4^-,     'f       • 

^    '^  bao.cbo  .aco 

Expression  du  uolume  du  tétraèdre. 

(0       ^'  =  a A iSTN  (--+-•^-^^/)• 
^^              6.o*sin(5,  |P)  V/?       p'      pI 

(4)     s'  =  g!p- 


(5)     s=ë(p  +  F+F'  +  F) 


(Marseille,  Décembre  i856.) 
FIN. 
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